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Petrology. — Metamorphic differentiation in hartschiefer of Northern 
Sweden. By Prof. H. A. BROUWER. 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


In crushed granites or felspathic sandstones sericitic zones, along which 
slipping took place, are found between the broken minerals and the more 
freely soluble quartz may be entirely recrystallized while the felspar crystals 
have partly resisted recrystallization. The unequal distribution of stress 
has a selective effect and different minerals are found in contiguous lenticles 
or bands. Elevation of temperature relaxes rigidity, but at those tempe- 
ratures where biotite is formed the effects of fracture may still be clearly 
shown. 

A more or less pronounced alternation of bands and lenticles which 
differ in the relative proportion of muscovite and biotite in their mineral 
associations is well developed in some of the so-called hartschiefer near 
Abisko in northern Sweden. These metamorphosed rocks show a large 
amount of recrystallization and also the mechanical effects of dynamic 
metamorphism !}2), The pressure and temperature necessary for the 
intense mylonitization and for the generation of new minerals prove a 
considerable depth of cover. They alternate with dolomites and the varying 
mineralogical composition also points to an original stratification but the 
original differences between the alternating layers have often been greatly 
obscured and many of the rocks now show banding and not stratification 
as their most striking feature. 

Along the banks of the Abiskojokk and along the lower slopes of 
Mt Nuolja the metamorphosed rocks mostly were felspathic sandstones 
with a varying felspar content. In some rocks on the lower slope of 
Mt Nuolja garnet, titanite, epidote, apatite and other minerals are found, 
which prove that the detritus was derived from various kinds of crystalline 
rocks. Felspar eyes (potash felspar and acid plagioclase, mostly albite) 
are common in these rocks. Along the banks of the Abiskojokk intercala- 
tions, which are rich in large crystals of broken potash felspar, are locally 


found in rocks of a somewhat different type in which tourmaline is a 
common constituent. 


t) P. J. HoLMQuisT, Die Hochgebirgsbildungen am Torne Trask in Lappland. Exkur- 
sionsfiihrer no, 6. Congrés Géol. Intern, Stockholm 1910. 


?) H. A. BROUWER, Ueber metamorphe Gesteine am Torne Trask (Lappland). Proc. 
Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 40, 414—421 (1937). 
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Cataclastic displacements in the felspathic intercalations. 


The felspathic intercalations in the Abiskojokk consist of broken felspars 
and blastic quartz with biotite, carbonate and iron ore. 

The felspar fragments are sometimes strongly torn apart, the other 
minerals have crystallized in the spaces between them. More or less con- 
tinuous surfaces of discontinuity along which slipping took place mainly 
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Fig. 1. Felspathic intercalation in the hartschiefer of Abiskojokk (Swedish 

Lappland). Successive stages in the cataclastic process: fragmentation of the 

felspars, crystallization of blastic quartz, formation of cracks (in the figure 
with iron ore) and finally faulting movements. Enlargement 1741). 


consist of muscovite 2). Different stages of breaking-down and recrystal- 
lization are shown in fig. 1. During and after the fragmentation of the 
felspars, the soluble quartz is redeposited between the felspar fragments. 
A crack with iron ore is of younger formation and was faulted in a later 
stage. The faulting movements are oblique to the plane of the figure. 


Biotite in places of relative relief from stress. 


In strongly folded micaschists, which are found below an intercalation 
of dolomite in the hartschiefer on the lower eastern slope of Mt Nuolja, 
biotite is found near the bends of the folds, whilst the limbs consist of 
muscovite (fig. 2). 

Some biotite is also found in the limbs with blastic quartz at places of 
local relief of pressure. The folding is clearly later than the crystallization 


1) The drawings of fig. 1—5 have been made by Mr. W. F. M. KIMPE. 
2) The colourless and light-coloured greenish or brownish micas are taken together 


as muscovite. 
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of the muscovite because the crystals are bended. During the deformation 
there has been adjustment by differential movements in the limbs of the 


folds. 


Fig. 2. Folded micaschist on the lower eastern slope of Mt Nuolja (Swedish 
Lappland). The biotite is found near the bends, the muscovite in the limbs 
of the folds. Enlargement 86. 


The appearance of biotite at places of relief from stress is shown in a 
different way in rocks which are found higher up the eastern slope of 
Mt Nuolja below the lowest intercalations of limestone. These rocks are 
as a rule somewhat coarser grained than the normal hartschiefer and they 
contain numerous felspar eyes (potash felspar and acid plagioclase, 
mostly albite) up to more than 2 cm in length. Some of the rocks are 
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Fig. 3. Broken garnet in a hartschiefer with muscovite, biotite and felspar 
eyes on the eastern slope of Mt Nuolja. Large and thick crystals of biotite 
have accumulated in the fractures, Enlargement X 174, 
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characterized by the occurrence of large crystals of muscovite. The larger 
felspar eyes are sometimes broken and then resemble the broken felspars 
of the intercalations in the hartschiefer in the Abiskojokk. Their twinning 
lamellae and cleavage cracks sometimes show strong bending. There are 
also cracked titanites, garnets and minerals of the epidote group. The 
garnet has more or less rounded forms and when it is cracked the pieces 
are sometimes strongly torn apart with fractures which are more or less 
normal to the schistosity (Fig. 3). The cracks afforded protection from 
shearing and here larger and thicker crystals of biotite could develop. The 
biotite is also found in thinner crystals outside the garnets but here musco- 
vite, which does not enter into the cracks, is by far the principal mica. 

In other broken garnets of which the pieces have not been torn apart 
biotite is also found in the cracks and moreover it is accumulated on both 
sides of the garnet crystal where this afforded protection from the lateral 
pressure as is seen in figure 4 in the left upper and the right lower part 
of the figure. On the other sides of the garnet crystal the schistosity is 
shown by the more or less parallel orientation of the muscovite. 


Fig. 4. Garnet, which has more or less preserved its original form. Same 
rock as fig. 3. Biotite (dark) with quartz in the cracks and in the protected 
parts outside. Enlargement 90. 


Clear examples of differentiation of the micas are found in the felspathic 
intercalations in the hartschiefer of the Abiskojokk. The fractures in the 
felspars are often more or less normal to the schistosity, the felspar frag- 
ments have been torn apart and in the spaces between them biotite is found 
with much blastic quartz. There is also some recrystallization of felspar 
near the borders of the fragments. The muscovite bands of the hartschiefer 
along the borders of the felspathic intercalations bend into the open spaces 
between the felspar fragments but do not enter into the narrower parts 
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of the fractures, which in the example shown in figure 5 (between the 
two larger felspar fragments in the upper part of the figure) are filled 
with blastic quartz and biotite. This shows the movement of the 
muscovite bands. The deformation and the movement in the muscovite 
bands is further illustrated by the crystallization of biotite and quartz at 
places which were protected from lateral pressure, whereas at the places 
of greatest pressure the muscovite bands border directly upon the felspar. 
In the upper part of figure 5 there is no crystallization of biotite between 
the muscovite band and the left border of the felspar fragments, but biotite 
crystallized on the “leeward” side. In the muscovite bands there are streaks 
of local relief from stress, in which biotite was stable; they illustrate the 
deformation and movement in the muscovite bands themselves. 


Fig. 5. Border between banded hartschiefer and felspathic intercalation in 

the Abiskojokk (Swedish Lappland). Muscovite band of the hartschiefer in 

the upper part of the figure. Biotite (dark) in streaks in the muscovite band 

and on the “leeward” side of the felspar border. In the open spaces between 

the felspar fragments of the felspathic intercalation blastic quartz and biotite 
have crystallized. Enlargement 26, 


The biotite crystals reach their largest dimensions in the open cracks 
between the felspar fragments proving that there existed the most 
favourable conditions for their formation. In the neighbourhood of felspar 
fragments the biotite is mostly found directly on their border, the quartz 


filling up the rest of the open spaces. This shows that the biotite crystal- 
lized first in the fractures. 


Distribution of mica in the hartschiefer. 


Banding is a macroscopical feature of many hartschiefer and in the 
more massive and schistose types banding of smaller dimensions is generally 


also seen under the microscope by the alternation of zones of different 
colour and mineralogical composition. 
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The separation of biotite and muscovite (including pale green and pale 
brown mica) is sometimes pronounced. There are bands which nearly 
entirely consist of muscovite and there are bands in which biotite is the 
only mica which occurs together with much quartz and felspar. But often 
the separation of the two micas is not pronounced and in some bands they 
are found together in about equal quantities with varying amounts of 
felspar and quartz. There are also quartzitic bands and bands with felspar 
and quartz in different relative proportions in which no mica is found. 

The biotite only occurs in crystals of microscopic dimensions. The 
largest crystals are found in the coarse grained felspathic intercalations, 
where they have crystallized in thick crystals without a definite orientation 
after the breaking-down of the felspars in places of relief from stress. 
The muscovite is generally also of microscopical dimensions, it is exception- 
ally found in large crystals up to 2 cm in diameter and it always tends 
to take on a definite orientation. 

The relations between the felspathic intercalations and the hartschiefer 
in the Abiskojokk prove that these rocks have, at least partly, been formed 
from coarse grained highly felspathic rocks by recrystallization proceeding 
concurrently with the cataclastic process. The muscovite has been formed 
at the expense of the potash felspars and the initial stage of this mineralo- 
gical change can still be seen where thin films of muscovite occur along 
planes of discontinuity, which intersect the felspathic intercalation. In a 
more advanced stage there is a thickening of the muscovite bands and an 
increased breaking-down of the felspars. The quartz and biotite, which 
crystallized in the felspathic bands at places of relative relief from stress, 
are more and more influenced by the directional element imported into 
the process of recrystallization. In the muscovite bands, which grow at 
the expense of the felspathic bands with quartz and biotite, a recrystalliza- 
tion of biotite — often together with some quartz — can be observed. 
The separation of biotite from muscovite was pronounced during the earlier 
cataclastic stages when cracks opened in the large felspar crystals. The 
surfaces of discontinuity, along which the muscovite was formed, gradually 
increased in number, the felspathic bands were rolled out further and the 
biotite in these bands recrystallized in smaller and thinner crystals. 

In the rocks with felspar eyes on the lower slopes of Mt Nuolja the 
separation of biotite and muscovite is not nearly so pronounced. The other 
minerals (garnet, titanite, epidote etc.) are mainly concentrated in zones 
which are also rich in both muscovite and biotite and the original strati- 
fication has not been entirely obliterated by differential movement and 
recrystallization. The large muscovite crystals, which occur in some of 
these rocks, show bending and undulous extinction, which proves that the 
movements have continued after their crystallization. 


Summary. 


A series of rocks, which partly still shows the characteristics of felspathic 
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sediments with a varying felspar content was involved in the great over- 
thrusts of caledonian time and reached a considerable depth of cover. 
Banded rocks were formed by cataclastic changes which proceeded con~ 
currently with recrystallization and the temperature was high enough for 
the crystallization of both biotite and muscovite. In some banded rocks 
the felspars have been reduced to lenticular shape and an original strati- 
fication has not been entirely obliterated. In other banded rocks the 
banding has no relation to an original stratification, but in them a mine- 
ralogical heterogeneity was set up as a mechanical effect in the first stages 
of metamorphism and was extended during the later stages. 

Particularly in the latter rocks there was a pronounced separation of 
biotite from muscovite during the early stages of metamorphism. In cracks, 
which opened in the felspars, biotite crystallized in thick crystals with the 
more soluble minerals at places of relief from shearing stress. In these 
stages there may have been relatively broad bands without muscovite and 
mainly consisting of large felspar fragments, quartz and biotite. During 
the later stages of rolling out and recrystallization the felspathic bands 
decreased in thickness and a stronger influence of the directional element 
was imported into the process of recrystallization, while there was only 
a minor selective effect with regard to the separation of the — now small 
and thin — crystals of biotite. from muscovite. 

In other petrogenetic processes the separation of the micas is also found. 
It is well known in magmatic differentiation, and in sedimentary differen- 
tiation biotite is much more affected by weathering and transportation 
with the result that muscovite is the common mica in sedimentary rocks. 


Physics. — La pression du toit sur le charbon prés du front dans les 
exploitations par tailles chassantes. Par F. K. TH. vAN ITERSON. (1). 


DEUXIEME CHAPITRE. 


Répartition des pressions aprés écrasement du charbon. 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


§ 1. Introduction. 


Dans le premier chapitre nous avons calculé d’aprés la méthode de la 
théorie de l’élasticité, la distribution des pressions autour d'une fente dans 
le rocher, comprimé également dans tous les sens. 

Ce probléme était identique a celui de calculer les pressions autour d'un 
vide créé par l’exploitation de la veine de charbon sur une largeur limitée 
sous la supposition que l’épaisseur de la veine est négligeable ou plus 
précisément dit, nous avions pour ce calcul remplacé le charbon par de la 
matiére indéformable, ou pour le dire en terme mathématique, nous avions 
admis que la surface de contact entre roche et charbon restait platte. 

Plus loin dans cette étude on verra que ce probléme, traité dans le 
chapitre premier, est intéressant pour l’ingénieur des mines, mais pour le 
moment nous nous y référons pour démontrer qu’en réalité la solution ne 
s'applique pas au cas indiqué par le titre de notre étude précédente. 

Le résultat des calculs du chapitre premier est représenté dans la figure 1. 

En formule la pression co, sur le charbon en fonction de y est 


Oo == Zep 


LY“ y?—b? 


or la pression au ras du front pour y==b devient infiniment grande. 
p étant la pression uniforme régnant a une telle distance de l’exploitation 
que l’influence de celle-ci peut étre considérée comme amortie. 

Mais les surfaces du charbon en contact avec le rocher ne peuvent pas 
étre considerées comme indéformables, au contraire notre houille est trés 
fragile, la résistance a l’écrasement est de l’ordre de 35 kg par cm?. 

A présent les Mines de I'Etat néerlandais exploitent des couches situées 
entre 400 et 800 m de profondeur. Le poids spécifique des morts terrains 
et du terrain houiller évalué a 2,5 en moyenne, la pression dans le terrain 
vierge p est de 100 a 200 kg par cm?. Cette pression y régne dans tous les 
sens, Mais, comme nous avons prouvé dans notre étude préalable, les 
pressions dans le toit et dans le mur (le sol) sont nulles prés des surfaces 
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mises a nu par l’exploitation et augmentent jusqu’a devenir p dans le rocher 


éloigné de ces surfaces. , 
La pression sur le charbon a cote du front, qui devait devenir excessive- 


Fig. 1. Répartition de la pression du toit et du mur (sol) a céte d'un vide ou 
d'une bande de charbon exploitée. Le charbon supposé indéformable. 


ment grande, ne peut pas atteindre une valeur supérieure a la résistance 
a l’écrasement de la matiére la plus tendre, qui est en général le charbon. 
Ainsi la représentation, que donne la figure 1, est contraire a la réalité. 
Au lieu de devenir infiniment grande au ras du front, la pression n’y 
atteint qu'une valeur minime. 


‘ 
§ 2. La pression dans le toit et dans le mur prés du front, en con- 
sidérant le charbon comme de la matiére uniformément résistante, com- 
primée entre toit et mur parfaitement lubrifiés. 


Un des phénoménes surprenants se manifestant dans les exploitations 
miniéres est l’effet du temps. Nous n’en parlons pas a présent, mais 
supposons, que les tensions supputées par nos formules, sont complétement 
développées. 

Un coup d’oeil sur la figure 1 et sur les chiffres donnés dans § 4 nous 
apprend que le charbon prés du front ne résiste pas a la charge. Peut-étre 
objectera-t-on, qu'on n’a pas tenu compte de J’élasticité de la couche de 
charbon d'une épaisseur d’environ un métre. Mais méme si l'on laisse de 
coté le calcul selon les lois de I'élasticité et qu'on ne pense qu’a la seule 
pression sur le charbon, correspondant a la profondeur, on trouve que déja 
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sur le charbon inexploité la pression surpasse de beaucoup la résistance 
a l'écrasement et fait que le charbon s’écoule dans le vide créé. 

Dans un chapitre suivant nous verrons gu'un peu de souténement contre 
la face libre du charbon provoque une résistance inattendue contre la 
pression du toit. Mais pour le moment nous n'y pensons pas et méme nous 
faisons une autre supposition qui conduit a une impossibilité, nous 
négligeons le frottement du charbon se déplacant entre toit et mur. 

La solution a laquelle conduit le calcul suivant a seulement une signi- 
fication physique pour le cas ot la pression atteint exactement la résistance 
a l’écrasement sur toute la surface de contract entre rocher et charbon; 
pour fixer les idées cela sera le cas A 200 m de profondeur avec du charbon 
a 50 kg par cm? de résistance. 

Afin de rendre cet article plus lisible, nous donnons les calculs dans des 
annexes. (Voir annexe 1.) 


Z| 
Fig. 2. Le charbon exerce une pression uniforme po a cdté de la bande 
exploitée. Notations pour le calcul de la distribution des pressions. 


Si nous comptons les pressions comme des tensions positives, désignons 
(Fig. 2) par o, et oy les composantes normales et par 1 la tension de 
cisaillement, nous obtenons pour le point y, z défini pour cette occasion par 
les angles p, et mo 


a @, —2 ~2.—sin 2 y, + sin 2 (2) 


5y = po— 5° (2-1-2 ¥2 + sin 2p, —sin 2 92) 


r= 2? (cos 2 @,— cos 2 @2). 
236 


Il est utile de discuter la répartition des tensions pour ce cas et de les 
comparer avec celle de la figure 1. 

Comme 1a, oy et o, prés de la surface libre du toit et du mur sont nulles 
et, résultat plus curieux, les deux tensions o, et oy dans le rocher sont 


comme dans l'autre cas égales le long de l’axe des y c.ad. pour la surface 
du contact avec la veine, et limitées a la charge d’écrasement du charbon po. 
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On serait tenté de croire que ces deux tensions égales sont en meme 
temps les tensions principales, mais quand on poursuit l'étude et trace 
quelques trajectoires de tensions on trouve que celles-ci, indiquant les 
directions principales, croisent l’'axe des y sous des angles de=497) et 


Fig. 3. Répartition des tensions (pressions) principales 0, et @, selon l’axe 


z 


y 
des y et l’'axe des Z pour le rocher, comprimant le charbon sans frottement 


jusqu’a la limite d’écrassement po. 


ressemblent a celles représentées dans notre étude précédente (Proceedings 
Vol. XLII No. 2, 1939, p. 102 fig. 13) construites pour le cas de la figure 1 
de cette étude. 

En comparant les figures 1 et 3 on remarque aussi la ressemblance de la 
répartition des pressions le long de l’axe des Z. 

Le probléme qui nous occupe ne différe de celui traité par NADAI dans son 
livre Plasticity1) que par la superposition po. Ce cas a été amplement 
étudié mathématiquement et confirmé par des expériences photo-élastiques, 
ce qui prouve la validité de cette sorte de calculs. 

Nous devons faire une observation qui se base sur l'étude de NADAI. 

Déja nous avons remarqué qu’en soutenant la face du charbon, il est 
possible de rendre la couche de charbon trés résistante; nous le prouverons 
au § 6. Il est méme facile d’obtenir que le charbon se comporte comme de 
la matiére plus dure que le schiste du toit. Supposons maintenant, et alors 
nous sommes assez proches de la réalité, que le schiste est une matiére 
plastique dans laquelle les plans de glissement, les fissures, se produisent 
selon les surfaces ou les tensions de cisaillement sont au maximum, On peut 
calculer la forme de ces surfaces et chercher plus spécialement la surface 


1) NADAI, Plasticity, 1936, p. 247. 


MESMER, Vergleichende spannungsoptische Untersuchungen und Fliessversuche unter 
konzentriertem Druck. Technische Mechanik und Thermodynamik I, 85 (1930). 
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ou ces tensions gagnent leur plus grande valeur et l'on trouve, que les 
surfaces pour Tmqx, sont des cylindres, et le maximum absolu 


EL 
maxtmax ——=—— SU (Vy = 2) == 6 
HE cs 


est trouvé pour le demi cylindre décrit dans le rocher au-dessus du vide 
créé dans la couche de charbon (figure 4). 


zi 


Fig. 4. Si la rupture se produit selon les surfaces de tensions de cisaillement 
maximum, le dome d’affaissement prend la forme cylindrique. 


Trés souvent les bancs de schiste constituant le toit dans un terrain 
réguliérement stratifié possédent des qualités de dureté et de plasticité 
différentes, mais néanmoins on constate que le déme, qui se forme au 
dessus d'une taille, est en général en bon accord avec la théorie. 

Pour entrer dans le sujet nous avons commencé avec ce cas relativement 
simple, mais avant de continuer a étudier d’autres cas de la distribution 
de la pression dans le toit et le mur prés du vide dans la couche aprés 
écrasement du charbon, il est opportun d’exposer la répartition des tensions 
suivant les lois de l’élasticité avant que des ruptures se produisent dans le 
massif, soit parce qu'on exploite a faible profondeur ot que la résistance 
a la compression du terrain houiller est telle, que nulle part les tensions 
ne surpassent cette résistance. 

Par ce long chemin nous nous approchons pas a pas des problémes 
posés par la nature. 


§ 3. La distribution de la pression autour des creux dans le massif 
homogéne selon les lois de Uélasticité. 

La pression autour d'un puits, d’une galerie, d'un bouveau. 

Si nous imaginons un bloc de roche, situé en profondeur dans une zone 
inaccessible A notre vue, ce bloc peut étre considéré comme étant soumis 
a une compression égale dans tous les sens, que nous appelons p. Mais 
aprés le creusement d'une ouverture cylindrique on a, comme nous l’avons 
exposé dans le premier chapitre p. 94 (Proceedings Vol. XLII No. 2, 
1939) la distribution selon LAME, exprimée en formules 


Lo° ipe 
a=p(1+ 3) a= p( =| 


pour les tensions tangentielles et radiales a la distance r du centre, comme 
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représentées en la figure 5. On voit qu’a la paroi d'un tunnel la tension est 
le double de celle qui régne dans le rocher intact, mais que l’élévation est 
amortie a peu de distance du vide. ; 


Fig. 5. Distribution de la pression autour d'une galerie ou d'un puits cylindri- 
que, selon les formules de LAME. 


INGLIS!) a calculé les tensions autour d’un trou de forme elliptique et 
indiqué que ses formules nous permettent d’évaluer la répartition de la 
pression dans les coins arrondis d’ouvertures carrées et rectangulaires. Ces 
résultats sont parfaitement confirmés par des expériences photo-élastiques; 
nous employons la connaissance ainsi acquise pour signaler l’influence du 
rayon d’arrondissement sur l’élévation des tensions dans les coins du tunnel 
ou du trou, au moyen des figures 6, 7 et 8; 0; et @y sont les tensions prin- 
cipales le long de la diagonale. 

On s’étonnera de la divergence totale entre la seconde tension principale 
@y dans la figure 8 et o, dans les autres figures. Mais cette disparité 
disparait quand on construit les figures intermédiaires entre 7 et 8, c.ad. 


pour des rayons d’arrondissement plus petits que r—= = . Alors on s’apercoit 


gue @ posséde un maximum, qui s’accentue et s’'approche du coin, a mesure 
gue r diminue et qui devient 0;—=0)— 0 quand r se resserre A zéro. 
Une autre particularité que l'ingénieur des mines doit observer, est que, 
déja a peu de distance du coin la pression la plus grande 0, ne différe pas 
beaucoup dans les quatre figures. L’influence locale amortit méme plus 
rapidement prés des angles aigus qu’autour du cercle. 
Tout travailleur du fond a observé que les plans de clivages sont 


') C. E, INGLIs, Stresses in a plate due to the presence of cracks and sharp corners. 
Vransactions of the Institution of Naval Architects, 1911, Part 1h jay, Pile), 
C. B. BIEZENO und R. GRAMMEL, Technische Dynamik, 1939, 
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paralléles aux grandes pressions. Si l'on fait des essais de compression 


Fig. 6. Galerie ou puits de section carrée aux angles arrondis de rayon r— . 
2 
Diagonale 2a égale au diamétre du cylindre de fig. 5. 
sans frottement des surfaces de pression, on constate que les cubes se 


fendent en colonnes paralléles rangées dans le sens de la pression. 
Ainsi la remarque essentielle a faire 4 propos de la répartition de la 


ee 


; ; E ; ; F a P ; 
Fig. 7. Galerie ou puits de section carrée, arrondissement r Te Méme diagonale. 


pression indiquée dans les figures, est que pour la matiére dure et cassante 
comme le rocher, les plans de clivages prennent origine aux coins, selon 
la pression Qo, et il faut s’attendre a voir fracturer toit, parois et mur selon 
des plans perpendiculaires aux diagonaux. Une votite d’éboulement et des 
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parois bombées doivent se former. Ainsi la galerie obtient la forme idéale 


Fig. 8. Galerie ou puits de section carrée, aux coins aigus. 


c.ad. la forme cylindrique. Pour le mur (sol) on s’apercevra moins de cette 
dislocation caractéristique des roches. La gravité perturbe un peu la distri- 
bution des pressions indiquée dans les figures, mais son influence est 
négligeable comparée a celle de la cavité qui provoque la concentration de 
pressions que nous venons de signaler; elle est néanmoins & méme de 
cacher le fait que la dislocation des roches se manifeste aussi dans le sol 
de la galerie, parce qu'elle tient les morceaux a leur place. 

Pour démontrer par un exemple l'influence de l’arrondissement des coins 
nous désignons par k la résistance a la pression (en moyenne k — 500 kg 
par cm? pour du schiste de bonne qualité) par y= 2,5 le poids spécifique 
du terrain, par h la profondeur ow la résistance a la compression est juste- 
ment atteinte aux coins de la galerie. Alors nous pouvons résumer dans 
une table le résultat de ces calculs; la diagonale a toujours la longueur 2a. 


h 
Oumax — ke Die 107) 


Profondeur a laquelle 
la résistance a |l’écra- 


Rayon sement k= 500 kg/cm? 
d’arrondissement: Tensions principales: est atteinte: 
tea O20 a) = 1000 m 
a 
an Op 26200 60 == OU Dmir 
e8 
roar Cp ==4'p O50 ==! 500%m 
Ea 0) 


01 — 0 07'== OF eto = co — Om 


Navi 


On voit l'importance capitale d’arrondir, si peu que ce soit, les coins 
d'une galerie ou d'un puits de section rectangulaire. Si l'on néglige la 
concentration de tensions aux angles rentrants, les éboulements vont corri- 
ger la forme des cavités dans les terrains homogénes, comme on peut 
l'observer dans les carriéres A marnes 1). 

Nous donnons toujours les solutions pour les problémes a deux dimen- 
sions, mais en gros traits on peut appliquer les figures pour se donner une 
idée des tensions occurentes dans le terrain homogéne peu plastique 
exploité selon la méthode de chambres et pilliers. 

On ne perdra pas de vue que la maniére de calculer les tensions prés 
des coins comme si elles étaient égales a celles aux bouts du grand axe 
d'une incision de section elliptique de méme largeur et de méme rayon de 
courbure, préconisée par INGLIS, n'a, comme on l’a démontré, que la valeur 
d'une bonne approximation. Si l'on trouve jamais la solution exacte pour 
le trou carré ou rectangulaire, ce sera par la méthode indiquée par 
BRATHS 2), 

Pour étre un peu plus complets nous donnons encore les tensions prin- 
cipales autour d'un puits ou galerie de section elliptique selon INGLIS— 
BIEZENO, mais transformées en coordonnées cartésiennes. 


+ HT 
(a FX G2 ip 


2 


Fig. 9. Distribution des pressions autour d'une galerie ou d'un puits de section 


elliptique avec a = 2b. 


1) Bel exemple, la grande cavité dans la Montagne St. Pierre lez Maestricht. 


2) Physics 4, 56 (1933). Stress distribution in wedges with arbitrary boundary forces. 


Proc. Kon, Ned, Akad, v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIII, 1940. let 
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Tension (pression) tangentielle autour de l’ouverture 


29) Ne oe 15 
Of Pp ab ‘ 


(figure 9). Répartition des deux tensions principales le long de l’axe des Y 


a = 
0; = (y2— a? + b)! Ie 02 (y2—a? + Bb)! G 


Pour l’axe des Z on remplace y par z et change a et b. 
Pour les bouts des axes principaux de lellipse on trouve pour r=a 


a b 
01 Be eine 01 Ae 


Pour le cercle, pour a= b=—r, on obtient les formules de LAME, de la 
distribution des tensions autour du cylindre. 

Avant de conclure ce paragraphe nous donnons en la figure 10 la 
distribution des tensions autour d'une cavité sphérique creusée dans le 
rocher. I] faut la comparer avec celle de figure 4 et on remarque que la 


Py .22 


Fig. 10. Distribution des pressions autour d'une cavité sphérique et autour de 
la galerie d'entrée cylindrique. 


perturbation de la pression homogéne s’est moins accentuée. En effet 
l'élévation de la pression n’est que la moitié, @ max.=3p au lieu de 
Q@ max. 2p, et l'amortissement est plus rapide. Mais on ‘ne saurait pas 
exécuter le creux sans pratiquer une galerie d’accés et si l'on n’arrondit 
pas la jonction, les tensions doublent au cercle de section de cylindre et 
sphére et deviennent 0 — 3p. 


Mathematics, — Ueber affine Invarianten bei Kegelschnitten. Von R. 
WEITZENBOCK, 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


Uebersicht. Eine ternare quadratische Form und eine Linearform in 
Punktkoordinaten haben bei der speziellen affinen Gruppe fiinf ganze 
rationale Invarianten, aus denen sich zwei absolute Invarianten bilden 
lassen. Wir geben fiir die letzteren eine geometrische Deutung bei der 
Figur, die aus einem Kegelschnitt und einer Geraden besteht und lésen 
im Anschlusse hieran einige naheliegende Fragen der Affingeometrie. 


gL 


Es seien 
if Z ! 
= 2) Bik Xi Xe = (a Xe Oe Wee eed) 
Zz, 1 


eine ternare quadratische Form und eine lineare Form in homogenen 
Punktkoordinaten x, : xy: x3. Die uneigentliche Gerade der affinen Ebene 
denken wir uns gegeben durch die Gleichung 


a sey = Oe ON a te bg 0 69 eZ) 


halten sie also durch den Buchstaben I’ fest. 

Man beweist dann leicht nach allgemeinen Methoden1), dass die zwei 
Formen (1) ein kleinstes volles System von ganz-rationalen affinen 
Invarianten besitzen, das aus folgenden fiinf Bildungen besteht: 


ath) C=t(a' bly 
me. #(3a) 
Dat’ b'~ M=te' boat) U=e'viys 


Hier ist D die Diskriminante von f, D—0 gibt Entartung des Kegel- 
schnittes f==0. C—O gibt bei D0 die Parabeln. P—O ist bei ver- 
anderlichen Linienkoordinaten v’ die Gleichung von f in Linienkoordinaten. 
M—0 sagt aus, dass die Gerade v’ durch den Mittelpunkt m von f geht. 
Schliesslich ist bei veranderlichem v’ U0 die Gleichung der beiden 
uneigentlichen oder unendlich-fernen Punkte von f. 


1) Vgl. z.B. meine ,,Invariantentheorie’, Groningen (1923) epee 2ortt: 
Te be’ 
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Die nicht-symbolischen Ausdriicke fiir diese Komitanten lauten: 


4y, 412) 443 


D=) ay a2 23 C= ay a2 aa 
| 43; 432 433 | 
' 
eae eee * M = 0, (a12. 423 — 413.422) + Ee 
ae 4; 422 293 U2 + v3 (a; 3@,2— 441 223) + 
- dig 2b ebay Ue + 03 (ay; 422 in) 
Vi v2 v3 0 U= aj, 07 2a) v, v,+ a2 v? 


Wie man ebenfalls leicht nachweist, besteht zwischen diesen fiinf Komi- 
tanten eine einzige Syzygie 


Cig== DOU ah 


Sie driickt geometrisch aus, dass f als Klassenkegelschnitt der durch U = 0 
und M = 0 bestimmten Schaar angehort. 


72) 


Auf Grund der Gleichung (4) kénnen wir uns bei der Bestimmung von 
absoluten Invarianten auf nur vier der fiinf Komitanten (3a) beschranken. 
Lassen wir D weg, so gibt der Ansatz 


| a= Ca og Me U4, 


da J vom Grade Null in den Koeffizienten a;,und in den Linienkoordinaten 
v; sein muss, fiir die Gradzahlen a, b, c und d die Gleichungen 


2Za+2b+-2e7-d=0 , 2b-+¢4-2d—0, 
woraus 
b= ;c—d@. “und a= -— ca, +d, 


also 


ees c — M 3 LUG 
erg giera M u =(a =) ic) 


folgt. Es sind also 


__M? _ Gare 


zwei rationale absolute Invarianten, durch die alle weiteren absoluten 
affinen Invarianten ausdriickbar werden. 
Im reellen Falle und bei @ <0 wollen wir von zwei positiven absoluten 
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Invarianten R und S Gebrauch machen, die wir durch die Gleichungen 
definieren 
1 on at M’o 


R= ae a et S?= R=-CIp (6) 


Es ist dann umgekehrt 


if ‘Ss } 
\— Rb C>0 oe ee 


QS Ss und |i fms \ (7) 
pee ber G-20 | as ba C<0\ 
und mit Hilfe von (4) erhalten wir die Formeln 
Come, eR _ & . 
mime (ie etc ce S207 ag Oo Sk 
TY leg a: S = 8S ; 
Dili, tase RES bei C>0, pas bei C20; 
». (8) 

WIE a 2. RS RS 
ete eae eee (esi et (RES) eo 


2 2 
aang as = 5 (RS) bei C<0. 

Die durch (6) definierten absoluten Invarianten R und S haben eine 
einfache geometrische Bedeutung. Bei den reellen Transformationen der 
speziellen affinen Gruppe (mit der Transformationsdeterminante = 1) ist 
der Flacheninhalt eines durch die drei Punkte y, z und ¢ bestimmten 
Dreieckes gegeben durch 


(R-PS)? bei C20 , 


yz) 
F=s gia) (9) 


Wir denken uns nun die Gerade v’ durch ihre zwei Schnittpunkte y und z 
mit dem Kegelschnitte f —0 gegeben. Dann haben wir 


ea ig a ees OY) 
(Qru\e Oma 2) Oenlary) (a2) 0.7. a en (11) 
Als Punkt t nehmen wir erstens in (9) den Pol 
(p= 2c lav (ab (a bp) ee 2 ee (12) 
der Geraden v’. Die Flache F, des Dreieckes yzt wird dann 
1 (y za) (av’) 1 (yza)(av’) 


2 (Vy) (2) (a b'U)(a’b’v’) «2 DM (Uy) (V2) 


— 
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Nach (10) wird hier der Zahler 
(yza)(av’)=(av’P=(a' bP =2H. . . . . (13) 
Weiters ist nach (11) 
2 b= (a' b’ vo’)? =[(a’ y) (B’ z) —(a’ 2) (6 y)P = —2 [(a’ y) (22)? 


also 


Ebenso hat man 
U ==(a' Iv)? = (ag) 2) (a 2) (lg) 2 (ay) (ae z) ie), 
also nach (14): 


uU|“—o 
ey = Chl anc 
Demnach wird 
73 
R= spa. Me ee 10) 


wodurch die Bedeutung der Invariante R von (6) ermittelt ist. 
Zweitens nehmen wir in (9) bei einem Mittelpunktskegelschnitt 
t m= Mittelpunkt, also 


ipa (al) ==(a.b );; (ato). 


Mit diesem ¢t findet man auf analoge Weise fiir die Flache Fy des Drei- 
eckes mzy: 


Lee lezy) (at) 
= ty) 2).2C 


also nach (6) und (15): 


2 
ee ee Cee 7 


R und S sind also im reellen Falle und bei d <0 die positiven Flachen- 
inhalte der Dreiecke yzt und mzy. 


Seas 


Wir halten weiterhin daran fest, dass die Gerade v’ — (yz) durch die 
beiden Punkte y und z auf f 0 gegeben sei. Die uneigentlichen Punkte 
von f, also die Schnittpunkte von f mit / nennen wir U, und U,. Mit dem 
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Mittelpunkte m verbunden geben sie die Asymptoten von f{. Deren Schnitt- 
punkte mit v’ seien V, und Vy. t—a(av’) sei wieder der Pol von v’ und 


die Tangenten in y und z mégen die uneigentliche Gerade /’ in den Punkten 
Y und Z schneiden. 


Piir das Produkt der beiden Tangenten in y und z findet man leicht die 
Gleichung 


(atx) O == 1.0 x)? == 0 
und fiir das Produkt der Asymptoten 
(Gos) ae Ge (ace) = a(t? =.0. 
Setzt man hier fiir V; und Vy y + wz, so ergibt sich fiir 1 die Gleichung 
(Py) ZONe Up 2)  (pz)7—= 0% (18) 


Das Doppelverhaltnis 


Opie Valin Pe oe a ee FLO) 
der vier Punkte y,z,V, und Vz». auf der Geraden v’ wird dann o=4. 
had 
Daher wird 
o- Fey = IE » 
QM My My Ma 
also nach (18) 
1 4L (py) (pz)? 
—+2=—> —S. 
Saas (p’ y)? (py 2)? 
Dies gibt, da wegen (14) und (15) 
(ay) (a’z)_ 22 (20) 
(Vy)Uz) U 
ist, 
1 Cor ee CoM? 
se = 16 —— 24 
one aes Lara Gayh 1) DT DU ey 
oder nach (8): 
i a 
Se ee ge ew ee (22 
Sa acme a) at 


Hierdurch ist das Doppelverhaltnis © als irrationale absolute Invariante 
gegeben. In der rechten Seite von (21) haben wir Symmetrie bezgl. der 
Geraden v’ und I’, @ ist daher auch gleich dem Doppelverhaltnis der vier 


Punkte U,, Us, Y und Z auf der Geraden /’. 
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Vom Schnittpunkte der Geraden v’ und ’ aus lassen sich zwei Tangen- 
ten v’ + AV an f legen, wobei fiir 2 die Gleichung gilt 


go+21.M.+2?.C=0. 


Hieraus ergibt sich, so wie oben, fiir das Doppelverhaltnis # der vier 
Geraden v’,l’ und der beiden Tangenten 


1 4M? 
ee! eee 


was man mit Hilfe von (4) und (8) auch so schreiben kann: 
Deo st Deda 1 0s eee eos) 


@ ist nichts anderes als das Teilverhaltnis der drei Geraden: v’ und die 
beiden zu v’ parallelen Tangenten. 

Wir berechnen schliesslich noch ein drittes Doppelverhaltnis t: das der 
vier Punkte y, z, U, und Uy, auf f. Es ist gegeben durch das Doppelver- 
haltnis der vier Geraden: Tangente in y an f, Gerade v’, die beiden Ver- 
bindungslinien von y mit U, und U,. Macht man fiir die beiden letztge- 
nannten den Ansatz 


w' =a’ (a’y) + wv’, 
dann muss der Punkt (w’l’) auf f liegen, dh. (a’ w’l’)2 0 sein. Dies gibt 
(a° BT) (a c’ V) (BY y) (c’ y) + 2 (a’ BT) (a’ oT) (6 y) + ww? (a VP =O. 
Hier kann man den ersten und den zweiten Term umformen und erhalt 
D.(U 9? + 2uM.(y)—2.uU=0. 


Ai , 
M2 


Hieraus folgt wieder fiir t= 


12 ns te 
pairs fy M2 Dus 
also nach (8): 


4a 


jee 


hp 2 (24) 


Oe 


Wenn f=0 eine reelle Ellipse ist und von den Geraden v’ in zwei 
reellen Punkten y und z geschnitten wird, so zerschneidet v’ die Ellipse in 
zwei Segmente P und Q. Wie driicken sich die Flacheninhalte dieser 
Segmente in den absoluten affinen Invarianten aus? 
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Wir denken uns auf einem der Bogen yz der Ellipse einen verander- 


lichen Punkt P; durch die Gerade 
w’ =v’ + 1a’ (a’ y) 
ausgeschnitten. Fiir 40 ist w’ mit v’, fiir J = o ist w’ mit der Tangente 
in y identisch. 
Der Punkt (u’w’) muss dann auf f liegen, also 
(a! wu’)? =(a’ vw’)? +2 A(a’ vu’) (a’ bu’) (b’y) + 
+ Bla! b u')(a’ c/u')(b"y)(c'y}=0. (25) 
Hier wird das von j freie Glied nach (11) und (14): 
(a‘ vu’)? = [(a’y) (u’z)—(a’z) (u’y) P= 
= — 2(u’y)(u’z)(a’y) (a’z) =—2 |V — 0 (u'y) (u’2). 
Der Koeffizient von 2, wird, wenn wir (a’v’u’) (b’y) umformen: 
—¥ (a! b’ v’) (u’ y) (a’ B’ a’) = — 3 (u’ y) . (aw’) (av’). 
Der dritte Term in (25) wird auf analoge Weise 
—4(a" bc!) (a’ bw’) (c’ y) .(u’ y) = —D.(w' y). 
Nach Weglassung des Faktors (u’y) erhalten wir also fiir P; : 


(u’ Pj) = 2? . D(a’ y) + 4 (au’) (av’) + (w’ 2). 2/1 —@.. . (26) 
Hieraus finden wir fiir die Flache dP des Dreieckes y, Pi, Pisa: 
dp—1WPiPi+a) _ —20eV—< D ——! di sees : 
2b a) (EP, (Vy) (22. D(l'y) +2MA+2('2) V9? 


somit wird 


ae es Se 27 
ie (ly) la i) 2A 2 2) [7 0/7 ce) 


Den Integrand gestalten wir wie folgt um: 


pee ole a Zi = 
a M y M?—2D |“ —9 (ly) || 
MME D (yy 


eh ne Pal 2a=M?-DU=CoO 


ist 


= ieee Abt My Co 7’ 
Be \¢+pen) Dir | 


a Sd eee ae Pas} 
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Nehmen wir zuerst den Fall einer reellen Ellipse C > 0, die von v’ in 


zwei reellen Punkten y und z geschnitten wird, wo also } <0 ist. Dann 
ist C <0 und wir erhalten im Nenner des Integranden den Ausdruck 


\-—Ce Co p14 (Meee) 
(4 sia) ors) DU yy \/—Co 


Setzen wir also 


Diy Mee Caen = eee) 
ey ce 7 PIG) 4 Bice 
so entsteht: 
pe SO ae HIG I Ge : fay = ee 
= Dil yP Ce Dia Jet 0+ Hy 
Mo Mo 


Da weiters 


r Cue [i I reek 
Sotto [zatent 2 econ «| = 


— 2 Mo arctang [dg = pom eae 


42 ue el) 2 


ist, wird schliesslich, mit |“—C@ > 0: 


1 
arctang 


= _M 
4? DiC 2 7265 


a a CS ee oy, 
Ci} 2 DU ieee caw 


Fir das zweite Segment Q, das die Gerade v’ bei der Ellipse f bestimmt, 
erhalt man auf dieselbe Art durch Integration zwischen den Grenzen — 
und 0: 


ee a _ Ml —Co Co M 
One a} 5 DU + arctang ———— =cne (31) 
Die Summe P+Q ergibt dann a= als Flacheninhalt der ganzen 
/, 
Ellipse. 


Driickt man in (30) die absoluten Invarianten durch R und S aus, so 
wird 


ae (Ro 3)), ).// s ye + ERS — arctang (32) 


RY 2a Rees 


wobei alle Wurzeln positif genommen sind. 


| >| 
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(30) und (31) gelten auch noch fiir den Fail ¢—0, dann ist P—=0O und 
Q gleich der Flache der ganzen Ellipse. 
Bei einer reellen Parabel C—O, die von der Geraden v’ in reellen 


Punkten geschnitten wird, ist wieder O<0. Hier fithrt (28) auf das 
Integral 


und schliesslich zur Formel 


— 2Dey 26. 2 
fea ay: See ee oe 


Bei einer reellen Hyperbel mit C< 0 schneidet v’ von einem Aste ein 


reelles Segment ab fiir 0 <0, DU <0. In diesem Falle fiihrt (28) auf 
ein Integral 


Se a@hie \ sal eel = ae 
| wpa 9 i Dt 


und man erhalt als Endformel fiir das Segment P: 


Daae\s 


(M+/-Co? | MIC) 
(—C)i (2 


Spy =. <n 


a log 


oder nach (8), ausgedriickt in den Invarianten R und S: 


£P=8—(S—R-/ tog REE 


Mathematics. — Zur Affingeometrie der F, im R3. Von R. WEITZENBOCK. 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


Uebersicht. Eine lineare und eine quadratische Form in vier Verander- 
lichen besitzen fiinf ganz-rationale affine Invarianten, zwischen denen eine 
algebraische Abhangigkeit besteht. Aus diesen fiinf Invarianten lassen 
sich fiir die speziell-affine Gruppe zwei absolute Invarianten bilden. Wir 
geben fiir diese letzteren eine einfache geometrische Deutung bei der 
entsprechenden Raumfigur, bestehend aus einer Ebene und einer Flache 
zweiter Ordnung. Ist diese ein reelles Ellipsoid und schneidet die Ebene 
dasselbe, so entsteht eine Kalotte, deren Volumen wir durch die oben 
genannten absoluten Invarianten ausdriicken. Die entsprechenden Formeln 
geben wir auch fiir das zweischalige Hyperboloid und fiir das elliptische 
Paraboloid. 


§ 1. 


Es seien 
(0! x) = 01 xy st 02 Xx, Ps xs vee, und P= (ax)? = ) ajo xe (1) 


die beiden quaternaren Formen. 

Die uneigentliche oder unendlichferne Ebene bezeichnen wir mit und 
setzen fiir den Zusammenhang mit gewdhnlichen Cartesischen Koordi- 
naten x, y, z mit den homogenen Koordinaten x;: 


Se ee ee ee 


== Se) Pee — 


" 


x4 X4 X4 
(x)= 0 eels 0 eee 


Man beweist dann leicht, dass die beiden Formen (1) bei der allge- 
meinen affinen Gruppe nur die folgenden Invarianten besitzen: 


D= ay (a’ b’ c d’)? : C=4 (a’ b’ ¢ I’) = 4 (I a) l 
P=h (a bc’ v'P =H (av? , M=4(a' b’c’ v’) (a’ bc’ l')=4(av’) (al’) 
= $(a’ b’ v' 1) \ 


In nicht-symbolischer Schreibweise haben wir: 


(2) 


41; 412 443 


D= Der | Qik 


pese= 42, 422 42> 


43; 432 433 
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an Air Ay3 ayy V4 | (iy 4y2 ay3 ayy Y1 | 
| 
| V> | SS Poy 
o=- . Ae Pe : Dj) lee | fees eee es 
| | 
| 441 447 243 A44 v4 (44, 842 243 agg U4 
lor v2 v3 vq O| 0 0 0 —!1 0 
Ay, 812 Ay3 ayy VY 0. 
v2 0 4, 412 a3 1 
| @) | t 
fi . . . . U3 on 42; 422 4223 V2 
Aq, 442 443 agg V4 | 43; 232 a33 V3 
CP ay Oe ‘vy v2 vs O 
POR OMT TOS: 


D ist die Diskriminante von F, C—0 gibt die Paraboloide. Fiir ver- 
anderliche Ebenenkoordinaten v’ gibt ®—0O die Gleichung von F in 
Ebenenkoordinaten, M—0 die Gleichung des Mittelpunktes und U =0 
die Gleichung des auf F gelegenen uneigentlichen Kegelschnittes. 

Zwischen den fiinf Invarianten (2) besteht eine einzige Syzygie 


GoW eD ale =. ee 2 Gh 


Wie bereits in (2) angedeutet, gebrauchen wir fiir die dreireihigen 
Determinanten (a’b’c’);;, die Symbolreihe a und zwar in der Weise, dass 


(u’ a’ bc’) =(u' a) = a, + ma, +u3a;,4+ ua, 
wird. Es ist also 
ay) = Se (a’ b’ C’)o34» a (a Tee C134. a=. (a’ b’ C’)1245 a (a: b’c’),23. 


Allgemein setzen wir, wenn die Ebene v’ durch drei Punkte y, z und t 
gegeben ist 


(vy x) S(yztx) = — LX 92 23 bs, 
d.h. wir setzen: 


= —(yzths,. = t+(yzbiss , 3—=— (yz hie. = t+ (YZ 4123. 


§ 2. 


Wir suchen absolute Invarianten aus den Komitanten (2) aufzubauen. 
Wegen (3) kann man eine der fiinf Komitanten, z.B. D weglassen und hat 
dann den Ansatz 


j= (Ol org Me U4 
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mit den Gleichungen 
3a + 3b+3c+2d—0 , 2b+c+2d=0, 
woraus 


c=—t#a-—3tb und d=%a—2 


folgen. Also wird 


BACs AON ee 
J= perio oe —\ ut) °\ at) 


Somit sind z.B. 


Cacia os oy 
a B= sop Tie Stet (at) 


C= 


zwei rationale, von einander unabhangige absolute Invarianten und jedes J 
lasst sich algebraisch durch sie ausdriicken. Wegen 


kann man auch 


an Stelle von a nehmen. Es ist dann zufolge (3) 


le Meee Dies DU_, ue 
TE NGI CG 
sodass also auch 
e 


an die Stelle von a oder y treten kann, 


Mey, 


Wir denken uns die Ebene v’ durch drei Punkte y, z und t gegeben. 
v’ schneidet die Flache F nach einem Kegelschnitt f. Der Punkt ft liege 
nicht auf diesem Kegelschnitte f und die Polare von t beziiglich f schneide 
f in den beiden Punkten y und z. Dann gilt also 


(a’y)’ =0, (a°z)? = ) 


(a’y) (a’ t) = 0, (a’z) (a’t) =0, (ay) (a’2)=RF0) i 


| 


Der Pol van v’ beziiglich F sei der Punkt s. Es ist also 
(u’ s) = (u’ a) (av’) = (u' a’ b’c’) (v’ a’ bc’) 
und 
(2S) SP ES ee 1G) AGO) So ee aE 
Ueberdies ist 
(aes) |(acy)=— (aesi(arz)e=(aes) (a fl==0. 6. 4) (9) 


Aus diesen Festsetzungen folgen Gleichungen, die wir im Folgenden 
bendtigen. 


Driicken wir in 6@—(a’b’c’v’)2 die v; durch (yzt)jx; aus, so wird 
| (acy) (a/ 2) {a t) 
(b'y) (b’z) (6’t) 


Mew ea ee 


(a’y) (@’z) a's) | 
=6(a’ y) (b'2)(c't). | (by) (b'2) (8 


Wicer) me 2) n\cs?) 


6G = 


also, nach Entwicklung der Determinante, wegen (7): 


(a’ f)? = — 


ee ee) 
Mit Hilfe der Gleichung 
(d’ a) (w’ a) (d’ x) =(a’ b’c’ d’) (a’ bc’ u’) (d’ x) = 6D. (u’ x) 
erhalt man fiir (a’s)?: 
(a's)? = (a’ a) (av’) (a’ b) (bv’) = (a’ c’ d’e’) (v' cd’ e’) (a’ b) (bv’)=6D.. (bv’)?, 
also: 
(a's? =36DG . . s...,. (il) 


Schliesslich setzen wir auch in 2U—(a’b’l’v’)2 fiir die v; die drei- 
reihigen Determinanten (yzt)j;,; und erhalten 


(a'y) (a’z) (a’t) ? 
2U= | (b’y) (b’z) (bt) 
(Vy) (Wz) Ut) 


Entwickeln wir dies, so ergibt sich wegen (7) und (10): 


"> (ly) 2) — Ree en) 
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§ 4. 


Wir berechnen jetzt den Inhalt V des Kegels mit der Basis f in v’ und 
der Spitze s-= Pol der Ebene v’. Hierzu wollen wir annehmen, dass F ein 
reelles Ellipsoid oder ein reelles zweischaliges Hyperboloid ist, das von 
v’ in einer reellen Ellipse geschnitten wird. Fiir diesen Fall haben wir 


DZ0.C 50, O— ONL 0. ele 


Einen Punkt P der Ebene v’ halten wir dann durch zwei Parameter @ 
und o fest 


Ple.0\= P= Cy aztec 
P liegt auf F, also auf dem Kegelschnitte f, fiir 
20 0(a’y) (az) + (at? =0, 
also nach (10) fir 


06 =, St os 2 One Seen) 


d.h. P auf f hat die Gestalt 
2 
Wir nehmen dann als Volumsdifferential dV die Pyramide mit Spitze s 
und mit dem Dreieck 


y,; P(e), DP == P(e do) 


als Basis. Es ist dann 


Peon Ge as) ae 
IV = 6 Wy) 5) DP 


also wird wegen 


; 2 
(yD Prs\ 2 (izts) ee ee ihe 207 de ind (Us) = 6/7: 


2 R3 3 0 
lo) a 
ee ee plz)? 
12 MR [et dela + Spe | 


Der Nenner des Integranden wird hier nach (12) 


meh (CN eo (Ese) (I' t)? 
l 0 ae ae 
( y) | (¢ - 2 (Vy ) "2 R3(V'y) 4 (Uy? 


2 


if (I t) a ol a 2 
= ([/ 7)2 me 2 Caoee 2 UP MTA 
( y) | (¢ sit a) 4 R2(I/ 7 | =re 16Ri('y? ae ny 


WES) 


Setzen wir also 


2Rl' yot+R't Vu 


== == oli 


Yu aia 2) 


so geht V iiber in 


v—? ¢? a dt 
3 mur | (7? + 1)?” 


28) 


Da hier das Integral der Wert $2 hat, wird also 
eee 


Nehmen wir statt des Punktes s den Mittelpunkt m= a(al’) der Flache 
F, so erhalten wir auf dieselbe Art fiir den Inhalt W des Kegels iiber f 
mit der Spitze m: 


x 


et 
W=3 eT: eee rane mee Ly) 


Durch die absoluten Invarianten des § 2 ausgedriickt haben wir nach 


(rund (5); 


ape ea a 
ie lee 


§ 5. 


Wir machen bei einem reellen Ellipsoid F wieder die Annahme (13) 
und berechnen den Inhalt der beiden Teile 7, und To, in die die Ebene v’ 
das Ellipsoid zerschneidet. 


Zu diesem Zwecke gehen wir wieder wie im § 3 aus von dem Tetraeder 
y,z,t,s und suchen eine Parameterdarstellung der Punkte P auf der Flache 
F, Sind X, : Xy: Xs: X4 die Koordinaten von P beziiglich des genannten 
Tetraeders, also 

P= y-- Xo2-> Aat + X45; 
so legen wir eine durch den Punkt y gehende Gerade fest durch die beiden 
Ebenen 
eX ind me ge Ne ees) Sy 419) 

Wenn P auf F liegen soll, wird nach (7), (9), (10) und (11): 

2 
Re? 
Proc. Kon, Ned. Akad, v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIII, 1940, 12 


Ge ee ee, 26 DO = 0: 


Wi 


Aus dieser Gleichung und aus (19) lassen sich die Verhaltnisse der 
X; fiir den Punkt P berechnen und wir erhalten 


w?>— 36D OR? 


2 R3 Zh Sieh ba Sih = BAG ane 520) 


| eheaay | 


Wir setzen dann 
P’=P(j+di,u) , P”’=P(i,utdy) , P’'’=P(l+di,u+du) 


und erhalten als Elementarvolumen dT die Summe der Pyramiden mit der 
Spitze y und den Dreiecken PP’P” bzw. P’P’”P” als Basis: 


i yh?) Me Po Pa eet DP 


dT 6° Wy) UPP* 6° WyUPP 3° Wy) UP) 


Ausgefiihrt gibt dies nach (20) 


Bdidu 
dT 220.24 21 
Wy) U PP oe 
Fiir die beiden Teile T, und T, erhalten wir also 
natty foafifs 
(22) 


Den 3 jel 


Bei einem Hyperboloid gibt T, die Kalotte, die von einer der Schalen 
abgeschnitten wird, Analog bei einem elliptischen Paraboloid. 
Wir berechnen zuerst das innere Integral in T,. Nach (20) ist 


a du 
i erate: 
Ne 3(/y) + va) + TAA eer ey ee, ’ 
) 2 R | 
an eRe 
We ayy ON? 


wobei wegen (l’s) 6M der Nenner 


Pas, 2 Re 
95) 0G 


i! AR? (lt) 2 2 R3 . R° (it)? 12M R? 
== ; }2 ‘ Z2 : ; _ 
(a+ OW’ y) ) : (a0 a) or yt Sy) 7 36 R’D. 


N= 2+ p } Ut 2) +4.6M— OECD — 


75 
also, nach (12): 


LR3(U! ay RU 12M R? 
eee pe sae 
(« (ee OCur ori. 8S 


Be ee ae) 
=(« i BUG, 1 A (A). 


Hier wird die Diskriminante der in 2 quadratischen Form A(A) nach 
(3) gleich 


BOI Ro 30 Ro DU 365° 50 GR 
Tas 7 Soe ars 
ery | ely ery TP = suey 
Also ist, da A(0) > 0, die Form A(/) positif-definit. Somit kénnen wir 
setzen 


mit 


1 eee) 
vy — ———— 4 d — IES A d d 
= xgl"t aq) a= hO-e 
Das Integral J,, wird also 
+0 
ae oy Ree Ser: aes 3a R® 
le Ply) [A aye. Ce ty) IA 


Damit wird 


bak? 7 da 
oe x) Pee Vee Dy 
L Oo Te ‘ P (l’ y) z 


Hier wird der Klammerausdruck des Nenners 


Reeth 6M oil’ y) - CO ae We Duy 
aap t+ Bmp ieeaatia a 20) 


qT, 


(23) 


Ay 


0 


also nach (3) und wegen C™ <0: 


_ RU M(t y)\? ee 
Fete Re) tee 


Ieee pec seule) uh 
mT ( Ae Cee A 
25 
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Setzen wir also 


A. RU+OMOWy) ont ca =) 
~ 6d )V—CO R 

6 oll’ y)|~—Co M 

di=- RU dt La pie 


so geht (23) tiber in 


med ee ( —Co—My T 
T; G2 Ul: (ce + 1)" d 
d.h. 
a ae dt J ee is 
a a f (24) 
tee, A, t dt ‘ dt | 
+3mry—e | Bey el aera 


Nennen wir die hier auftretenden Integrale 


und Jo, dann ist fiir 


von links nach rechts Js, Jo, J, 


t=tangyp , tang p ee ae 
, J Po V—Co' 
also 
|| Se eae 
= || ey sin Naa 
2 | is 
iE =| sin? y dy = [- ; cos @ sin? y — 3 COS »| ee 
—_1M?)/Co , 21/Co 
ev 3pu) puts pu 
: : 
ay os i Le eel M3 
h=| sin? y cos y dy = E sin? | = eeu eee 
a ery cad ail 
; : 
=| ce + 1 ICO 1) Co 
= On Gi) =S|\ = = 3m |= = 
ds | sin 9 cost Pp ] 3 608 »|= aDUuV Du 


a) 
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ena 
(S) 


Jo cos oda — E singpcos? p + : sin °| = 
fo eo 
Beale eGo Dea aN 
- 2 oye Sree © Vaya 


Setzt man dies in (24) ein, so kommt schliesslich: 


= 3 we Dee iVie 
T=2| 3 \-B+ as ote | stereo) 
und analog 
= 2 i= De Mo DQ Ile 
ad E | Coa Clin +3 cr ee en (20) 


Es ist also 
= DD? 
1, i oy / (ee 


das Volumen des Ellipsoides. 
Die in (25) stehenden absoluten Invarianten kénnen durch die im §2 
genannten wie folgt ausgedriickt werden: 


D> py _ y* (y—1) 
Cre a 


NT ; 
Cuk = f= = W > (Vgl. Gleichung (17)). 


m1 V3 
C2 Uh Va y2 


Die Formeln (25) und (26) gelten auch noch fiir =O, d.h. fiir den 
Fall, dass die Ebene v’ das Ellipsoid beriihrt. Es ist dann M2 =—DU 
und 7, wird Null, wahrend T, das Volumen des ganzen Ellipsoides gibt. 


SG: 


Bei einem reellen elliptischen Paraboloid, das von der Ebene v’ nach 
einem reellen Kegelschnitte f geschnitten wird, haben wir analog zu (13) 


ea Me C(O 0. Ll ON 27) 


Fiir das Volumen V des Tangentenkegels iiber f erhalten wir genau so 


wie im § 4 die Formel 
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Und fiir die durch v’ vom Paraboloid abgeschnittene Kalotte ergibt sich 


so wie bei (22) 


x du 
T= Fs in ad le ee Re aal ~ = (28) 


wobei jetzt die Diskriminante von A(/) wegen C=0 Null ist. Fiir alle 4 
ist A(A) 2 0. Ist A(A} Se 0) so verlauft die Rechnung, die zu (23) fiihrt, 
genau so wie beim Ellipsoid und wegen 


M?=—DU 
ist jetzt 
R?M ND 
Aw=(4 = eae 
e(’y)V“—D 
und (28) geht iiber in 
62R9 /* Bd 


(29) 


= a0 “ 
P('y) c RM =o 
-—___— +6R|“—D 
. oly —D 


Beim Ausnahmewert 


Hn _ 69(ly)D 
NE. 


fiir welchen A(A)) =O wird, geht das innere Integral von (28) iiber in 


+00 


li d uu 
ay RED 
JL lese alo 


Es gilt also (29) fiir alle 2 und wir haben 


6a G3 (ly) (71 6MO(l y)3 
ti ian |e Gahan) dt 


To 


6M (ly) 
Rue 


Damit wird schliesslich 


we m= 


n gp? 3 
= 7- Mot gM Ge ee) 


der Inhalt der Kalotte beim elliptischen Paraboloid. 


Mathematics. — Beitrége zur Theorie der Systeme PrarFscher 
Gleichungen. II. Beweis des Haupttheorems fiir qg=n—5. Von 
J. A. SCHOUTEN und W. VAN DER KULK. 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


Vorbereitungen ftir den Beweis ftir ungerades n—q. 
Es gilt ein System von q unabhangigen Vektoren von der Form 


1 u 
Opa oe LOnpe ci | = p==p—g) se. x (1) 
1 u 


zu finden, die den p Gleichungen 


wo di p+... + wotdip=0; belies Doe. ee > 2) 
oder auch 
uXspt...+uXsp=0: Deals Diller eo) 
geniigen. Elimination von Ee ..& ergibt 
1 u 
Pepa 34 2p 
— Matrix vom Range <u... = (4) 
| ie A | 
eA Dive pp 
Durch lineare Transformation der i in u", (D5, oo p)) lass sich 


immer erreichen, dass 


sai a Ons ime ge O20 Dat, ep peel (5) 
6 


wird. Wir bemerken, dass jetzt alle Klammerausdriicke Xap keine Diffe- 
rentionen nach x!,...,x? mehr enthalten. Statt des schwer zu behand- 
lenden Systems (4) betrachten wir das System 


1 2 1 u 1 
Xi p= 6 Xo pap a5. Ooh P | 
(6a) 


= 2 u u u 
XG == No Piet fs aor 0 hn P \ 


{i 2 ul 
61= (Xt p)(Xop)....(Xap)=0; t=ut,....p . . (6b) 
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das jedoch nur dann mit (4) gleichwertig ist, wenn die Bedingung 
[ty iy) 
(Xo p) ence Mapp) OG ta pee tape 2 Tr (6c) 
erfiillt ist, d.h. wenn nicht alle Determinanten, die entstehen kénnen 


durch einsetzen von u—1 der Zahlen 1,...,u fiir i,...i, verschwinden. 


1 u 
Sind p,...,p Lésungen von (6a), so gilt fiir O: 


Pa ee Are Siiseieugis 4 oe 


2 u 
(= Voe ao Gy a  — Oa a (8a) 


und 


{i 2 ul {1 2 uj 
Vis = (Xie p) (Xap) ---.(Xup) + (Xe p)(Xi2p).--- (Xue) + gy 
1 


{i 2 ul] , 
5. o> (Xe p) (Xap)... (Xen p) (Ate pe i — 


u 


ist. Sollen nun . ...,p auch Lésungen von (6b) sein, so miissen sie die 
Ausdriicke 6:, ((=u-+1,..,,p) Null machen, und es miissen also 
jedenfalls die ¢: verschwinden. Die p—u—=u—1 Gleichungen ¢;=0 
kénnen also dazu benutzt werden die o aus den Gleichungen (6a) fortzu- 
schaffen, vorausgesetzt, dass die (u—1)-reihige Determinante 


Pe ee et 
Baten eo ee) 


Bh 
Yo p hee Lae 


ist. Es entstehen dann aus (6a) Gleichungen von der Form 


1 2 1 u 1 1 a 
i ad 
; 1 1 
(10) 

u Zs u u u u u 

O:p=oX2p+...+o0X, p—v?*! Oo41p—...—v" Oap 

1 1 / 

2 u 


wo 6...o6 jetzt bekannte Funktionen der x!,..,x" und der Shes 

(i=1,...,u; B=2,...n) sind, mit der Nebenbedingung (9). Die rechten 

Seiten von (10) enthalten keine Differentiationen nach x! und alle 

Differentiationen sind von der ersten Ordnung. Sind die Koeffizienten 

also regular in der Umgebung von x*=—-x*%, so gibt es (vorlaufig 
0 
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abgesehen von den Nebenbedingungen (6c) und (9)) nach Caucuy— 


KOWALEWSKI ein einziges Losungssystem von (10), das fiir x’—= x 
0 


iibergeht in die beliebigen Funktionen der x?,,.., x” 
1 
FE oye CN MN DAK pate eX |) 
0 0 
> (11) 
(OU eek Seagate ae od b= ==9 oh ae ee oct) 
0 0 


Wir miissen nun aber diese Funktionen so wiahlen, dass die Neben- 
bedingungen (6c) und (9) fiir x’—= x! erfiillt sind, also 
0 


[io Ty) 
(A2p)...(Xup) #0; Eo taal wee Waa ee ee 2) 


(WY, u+ 1)o toatl 19 (Ye w+ to 


| 
| 
: : | #0; (ge Wertevon () tur 24%.) (13) 
; 3 0 
(apo eso <1, plo | 


2 u 
Ware (13) nicht erfiillt, so liessen sich o,...,0 schon fiir x’—= x! n cht 
0 


aus ¢;—0O ldsen. Ausserdem soll das Losungssystem von (10) so gewahlt 
werden, dass es auch die 6: Null macht, und wir verlangen also, dass 
die O¢ jedenfalls schon fiir x!— <x! verschwinden 

0 


1 2 u 
(AG (Xe Dow (agp) 903 ttt, 2. 9p ee ale? 


Sind (12), (13) und (14) erfiillt, so existiert nach CAUCHY—KOWALEWSKI 
ein einziges Losungssystem von (10), das auch (6c), (9) und (11) erfiillt. 
Es ist zu beachten, dass weder in (6c) noch in (9) Differentiationen nach 
x! vorkommen, sodass tatsdchlich (12) und (13) Bedingungen fiir die 


1 u 1 u 
Funktionen p,...,p darstellen, die p,...,p nicht mehr enthalten. 
0 0 
1 u 
Nehmen wir jetzt einen Augenblick an, es gelange p,...,p den 
0 0 


Bedingungen (12), (13) und (14) entsprechend zu wahlen, so wiirden fiir 
1 


u 


1 u 
die aus p,...,p hervorgehenden Lésungen p,...,p die Ausdriicke 05 
0 0 


den Gleichungen 
2 u 
Opa (9 61) ee 4 X06 63) . ~. Ss (15a) 
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oder ausgeschrieben 
2 u ; 
0; Ot = X1 (6 Or) +... + Xa (6 Ot)— 0"? Opis Os —. eet On Ge (155) 
1 


2 u 
geniigen, in welchen Gleichungen ¢,..., 6 jetzt, nach Bildung des 


1 u 
Lésungssystems p,..., p, bekannte Funktionen von x’,...,x” waren. 
Nun geniigen aber die ; infolge (14) jedenfalls den Gleichungen 


Os (Ree eee ac) == Oia ae an ea, We ene LO) 

Da es nun aber einerseits nach CAUCHY—KOWALEWSKI nur ein einziges 

System von Lésungen von (156) gibt, die fiir x’— x1 Null werden, 
0 


anderseits aber 6;—O offenbar ein solches Lésungssystem ist, so ist 
dieses System auch das einzige, und daraus folgt, dass die konstruierte 


1 u 
Cosungs pce p von (6a) auch (6b) befriedigt. 
Es bleibt also jetzt nur noch zu zeigen, dass es tatsachlich Funktionen- 


1 u 


Systeme Py... 4:D VODIX ye ag x" gibt, die gleichzeitig (12), (13) und (14) 
0 0 


befriedigen und die Anzahl der médglichen unabhangigen Funktionen- 
systeme zu bestimmen. Wir fiihren dies hier aus fiir gq —n—5. 


Beweisafiteg ==) 1). 
Fiir g =n—5 ist u=3 und es gehen (12), (13) und (14) iiber in 


1 2 3 || 
X2p X2p X2p || 
| 0 0 Oo | 

ee eee ee, oe 


a 2 3 2 3 
|X p) (Xp p) (X3 P ae | \ (Xu p (X2 p) (X3 4 ar / 
{1 2 3 2 3} 
Ey (Xp) (Xp) (Xnp)\ + (Xap) (Xap) (%0)\ 
1 2 3] / (1 2 3] FO (18) 
| 2% p) (Xap) (Xap) +} \(Xssp) (Xap) (Xp) + | 
[ 2 3 2 Sim 
[+ (Xp) Xe) (Kap) 4 (Xp) Kan) A \ 
und 
(X1Blo (Xz bp (X Pho = 0 | 


f rosie ena 19} 
0 
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Nach dem fiir q—=n—4 bewiesenen Satz!) gibt es nun Funktionen 
Le 2 3 
2 


q ; 1 1 2 
Ps D, p die den Gleichungen (19) geniigen, so dass 03p = Pz, 03p = Pa, 
0 0 


0 
ae ips 

03 P San (Peat Z nit) in xa x wo P2, Pz, Pz Vektoren sind, die 

folgenden Bedingungen gemass gewahlt sind (vgl. I, 58—61) (wir formu- 


: : ; 1 a, 
lieren die Bedingungen hier fiir den einfachen Trivektor P, by = Pre Pe Py) 


Pog —03 Page — 0" uF v’ Pray Rigetk I eke) (40) 
a a ty 
ee v! P,se 0 (val al 59) een 21)) 
3 
Po, 3,45 + P3425 + P42 35 + Pos 34+ P354+ / 
; 6 
ime os — OF Peo =U" a v’ Ps ay (vgl. il, 60) \ ( 2) 
(a 18) (he) 
1 2 3 
v* P, “oP, vo Py 
2 2 2 
1 2 3 
g@P,, v* P, vo? P; 
: ! a , : , |= Matrix vom Range 3 (vgl.I,61) . (23) 
ried Oe v* P, v® Py 
23 23 23 


1 2 3 
v* P, Oo PS Eee 


4S 45 45. 


Es ist also nur noch zu untersuchen ob Pg, so gewahlt werden kann, 
dass ausserdem noch 


P,, 3,24 Py DOS) P, 3 34 P; 4, 32 
P, 3,05 - Ps DeGe P, 335 + ie 5, 32 


oe. nen (24} 


i 23 
ist. Denn dann gilt fiir p, p, p die Gleichung (18). Schreiben wir 
0 0 0 


[2 By — 3 OF Pay se . ° ° + . ° . (25) 


1) J. A. SCHOUTEN und W. VAN DER KULK, Beitrage zur Theorie der Systeme 
PraFFscher Gleichungen I, Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 43, 18 
(1940), hier zitiert als I. 
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wo P3;, ein einfacher Bivektor ist, und wahlen wir 


Q, Q; Q,; Qs 0, Q27== 1; Ps 1: 
Qp= ou Oy Ou = 0 Or eee t= eee \ i 
1) ab 


a 6 


(26) 


so ist P2323==1 und (20), (21) und (23) sind erfiillt. (22) geht iiber in 
P, 3 Q45 = P34 Qos + Pi,» Q35 =f P25 Q34 + P35 Quy oe P45 Qa;= 0. (27) 
und (24) in 


(P23 Qoear P42 Q);) (Po 3 Q35 + P35 Q3,) — 


. (28) 
— (P2,3 Qos + Ps,2 Qzs) (P2,3 Que + P31 Qu) 4 04 


welche Ungleichung auf Grund von (27) und unter Beriicksichtigung des 
Umstandes, dass Ps, ein einfacher Bivektor ist, tibergeht in 


Qo? Q35 7 Os ae ee ee (2) 


Die Bedingungen (26) und (29) kénnen immer erfiillt werden, auch wenn 


zwischen den v% lineare Beziehungen bestehen sollten, es sei denn dass 
ab 


ot oP SO ot ea eee en OO) 
(24 35] 
ware. In dem Falle gibt es keinen Vektor Q; der (26) und (29) geniigt. 
Im anderen Falle gibt es aber stets unendlich viele solcher Vektoren, 
darunter sicher n—5 linear unabhangige. 
Der Gleichung (27) kann nach Wahl von Q:; immer geniigt werden 
durch geeignete Wahl der Pay», a,6 2,3 oder 3,2. Gilt (30) nur fiir 


x'=x!' aber nicht fiir andere Werte von x!, so kann man die 
0 
Schwierigkeit durch andere Wahl von x! beheben. Da man nun ausserdem 
0 


diege eer Xs; beliebig numerieren darf, folgt, dass der Beweis nur 
dann stockt wenn 

Oy Ose rt, Dt Darl, 23 at 5 ee ee (1) 

{ab cd] 
ist. Nun ist diese Bedingung noch der speziellen Wahl der Xp angepasst 
und intolgedessen noch nicht invariant. Um die invariante Bedingung zu 
erhalten verwenden wir eine andere Schreibweise, die sich enger an die 
Theorie der anholonomen Koordinatensysteme anschliesst und sich auch 
fiir weitere Untersuchungen als niitzlich erweisen wird. Bekanntlich lasst 
sich ein anholonomes Bezugssystem in einer X, mit den holonomen Koordina- 
ten x” festlegen durch die intermediaren Bestimmungszahlen A’, (h—=1...n; 
A=1.,..n) des Einheitsaffinors Aj, die den Uebergang v'= Al y* 
zwischen den zwei Arten von Bestimmungszahlen erméglichen. Ist in 
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jedem Punkte eine p-Richtung und eine q-Richtung gegeben, die keine 
Richtung gemeinschaftlich haben, so kann man die anholonomen Mass- 


vektoren so legen, dass e”,..., e” gerade die p-Richtung und e’,..., e’ 

1 p p+l n 
gerade die q-Richtung aufspannen. Der Einheitsaffinor lasst sich dann 
folgendermassen zerlegen: 


Age De Ce Pear seems oy (32) 
so dass 


a b 
Bie es Bi = e* ey / pape = 
b , pO evens 
oa ; ; (33) 
Ce ee See Pui Jaw casi 
x y 


ist und diese beiden Zerlegungsstiicke erzeugen die Komponenten der Grossen 
in der p- bzw. q-Richtung. Ist nur die p-Richtung gegeben so fallen By 
und Cj fort und es bleiben nur By und C7. Die p Vektoren Bj) spannen 
die p-Richtung auf und die q Vektoren C% enthalten dieselbe?). Dies 


ist der Fall, den wir hier betrachten und es ist Bij) —=v% und C® = wy. 
b 
Da 
BiG 2 Ae men reente ne wy. iit (34) 


folgt fiir unsere spezielle Wahl der v’ dass 


CP = 2 CF vo din bee 2G; Big 0 Bi) = — 2 Bray Bay 0aG: . (35) 
ab {a ] 
dieselbe Anzahl unabhangiger Bestimmungszahlen (namlich q) hat als 


v’ und dass sich also (31) auch schreiben lasst 
ab 


Bord, CAO. C= 07a, Bc d=1,,..)5,. = . (36) 


welche Gleichung wir direkt fiir allgemeine Wahl der By und C; for- 
muliert haben (lateinische Indizes), da sie ja die invariante Form hat. 


Da nun aber Bx; dp. Ciy nichts anderes ist als dj Ci mod. Ci*', Ci, folgt, 
dass die erhaltene Bedingung zum Ausdruck bringt, dass der Rang 20 
des Systems (nach ENGEL) gleich 2 ist. Es ist also nur noch der Fall 
zu erértern eines Systems von n—5 PrarFschen Gleichungen fiir welches 
der Halbrang g=1 ist. Nun hat aber D. DEARBORN’), gestiitzt auf 

2) Vgl. fiir eine genaue Erérterung J. A. SCHOUTEN und E. R. VAN KAMPEN, Zur 
Einbettungs- und Kriimmungstheorie nicht holonomer Gebilde. 


3) D, DEARBORN, Inequalities among the invariants of PFAFFian systems, Duke Math. 
Journal, Vol. 2, Nr. 1, 705—711 (1936). 
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eine von M. GrIFFIN‘’) gegebene Normalform, bewiesen, dass jedes 
System von q PrarFschen Gleichungen mit dem Halbrang | die Klasse 
= q-+3 hat, dh, dass sich die q PraFFschen Formen mit Hilfe von 
q+3 Variablen darstellen lassen. Fiir ein System von q Gleichungen 
in q +3 Variablen haben wir aber schon bewiesen, dass sich die Klasse 
der Gleichungen auf 3 reduzieren lasst, so dass der Ausnahmefall erledigt ist. 


Fiir den allgemeinen Fall miissen wir jetzt noch zeigen, dass sich 
1 20 3S 
tatsachlich n—5 Losungssysteme p, p, p herstellen lassen, so dass die 
i 2 3 
korrespondierenden Vektoren upi-+ “pi+ pz linear unabhangig sind. 
1 2 3 


Dazu kehren wir zuriick zu dem Trivektor P.z,, von dem wir jetzt 
wissen, dass er sich so bestimmen lasst, dass die Bedingungen (20—24) 
erfiillt sind. Nach dem fiir q=n-—4 bewiesenen Haupttheorem gibt 

es 


Regi 2) 
es jetzt zu jeder Wahl der Faktoren Ps, Pz, Pz drei Funktionen p, p, p 
0 0 0 


der x?,..., x”, die den Gleichungen (19) geniigen und deren Gradienten 
1 2 3 1 2. 3 
Pa pepe in + == ubergenen inten ie tas 
Cum OneO 0 


2S 
Die Funktionen p, p,p erfiillen also jetzt die Gleichungen (12), (13) und 
0 0 0 


(14) (ftir 2 == 3 und p= 5), oder “auch {17)) (18) eund (19)—) Nachedem 


2293 
dort bewiesenen gibt es also drei Funktionen p, p, p, die den Gleichungen 
ieee 
(6a), (66) und (6c) geniigen, und die fiir x’ x’ iibergehen in p) p, p. 
0 


Im Punkte x’ = x’ gilt also 
0 


1 1 2 2 3} 3 
02 P= Pe, On Pils, Og p = a, ene eo) 
Ueberdies existieren drei Funktionen pu, u, “, derart, dass 
aes 
1 2 3 il t 
Wa MPL DAY MDa} Pir Oi D oe Gat on pO] 


ein Teiler des (n —5)-Vektors (7a Aye Sten LX ee isto enwedenl on) 
0 


und (38) ein Teiler von Py, ;,, fiir welchen 
tp —— O90 = 2 ee ee | 20) 


gilt. Da auch Qs, ein solcher Teiler von P,3, ist, kann man den freien 


skalaren Faktor in w, derart wahlen, dass in x* — x” 
0 


wg = Qene ely, Oo aay aren (40) 


4) M. GRIFFIN, Invariants of PFAFFian systems, Trans. Amer. Math. Soc. 35, 929939 
(1933). 
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ist. Wir konstruieren nun aus Qs einen Vektor Q; der X, in x” = x’, 
0) 
indem wir Q; bestimmen mittels der Gleichung 


Caps ee Rok Ae Ge ua (41) 
1 
Da auch 


OL OCR Re tah RE) Dy ua 49) 


1 


ist, folgt aus (40), (41) und (42), dass 
C—O) Oe eee ene ee, (43) 


in 


ist in x* = x*. Wegen (26) und (41) ist Qi; ein Teiler von wy,...1,_. 
0 


x*—= x”; ausserdem erfiillt Q; die Ungleichung (29). Da es ohne weiteres 
0 

deutlich ist, dass es n—5 solche linear unabhangige Vektoren Q, gibt, 

existieren somit n—5 Teiler w, von der Form (38), die fiir x*—= x’ 


0 
in die Q, iibergehen, und die also dort, und damit in einer Umgebung von 


x’—=x” linear unabhangig sind. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen: 
0 


Das Gleichungssystem 
1 2 3 2 3 \ 
Arp XAip Ayp BX pte Mp +uXp=0 


= 0 oder ’ . (44) 


<< oS “3 1 2 33 
XGip  Xsp 5p PS Paae AG pO) 


in n Variablen besitzt mindestens ein System von n—5 Losungssystemen 

eee ae) 1 2 3 

p, p, p, deren zugehdrige Vektoren upi+ upit up, linear unabhangig 
1 2 3 


sind. Zu jedem Vektor Q; in x* = x”, der den algebraischen Bedin- 
0 


gungen 
Gira, |) ere) sh 2 Ree 2.0 (45) 
und 
ioe v’ (Gk Q, == 0 * Fe 6 a * és : . ; (46) 


[ab cd] 


geniigt, gibt es wenigstens ein Losungssystem, ftir welches 


1 2 3 
pit epi epa= Q; 


TSEMtE Oe == Xe), 
0 


5) Die Anfangsbedingungen fiir p = 2, 3 und 4 (I S. 22, 27 und 31) liessen sich auch: 
in dieser einfacheren Weise formulieren. 
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Ein Satz iiber bilineare Systeme von Differentialgleichungen. 
Nebenbei haben wir folgenden Satz erhalten. 
Das bilineare System von partiellen Differentialgleichungen in n 


Variablen 


oe 2 || 
Xp Xp || 
2 ee 
oe 2] 
Xpp XpP || 
oder auch 
2 
wXyp Sw x, p==0) a= be pe ee a) 
1 74 


i 2 
besitzt dann und nur dann n—p Loésungssysteme p, p, deren zugehorige 


1 2 
Vektoren ud,p + “0.p linear unabhangig sind, wenn der Ausdruck 
it 2 


Biabea (0; Ca) (On G2)S xen Sp +e Lise nx = 0, G2 Da OamaS) 


verschwindet, d.h., wenn p—=3 oder der Rang des adjungierten Systems 
PraAFFscher Gleichungen = 2 ist. 

In der Tat verschwindet der Ausdruck identisch fiir p=3 und in dem 
Falle existieren nach unserem Hauptsatz tatsachlich n—p linear unab- 
hangige Loésungen. Ist aber p > 3, so ist e=1 und infolge des DEAR- 
BORNschen Satzes ist die Klasse des zugeordneten PFAFFschen Systems 
somit =q-+3. Nach unserem Hauptsatz lassen sich die Gleichungen 
dieses Systems alle so wahlen, dass ihre Klasse =3 ist und es ergeben 
sich somit ebenfalls n —p linear unabhangige Lésungen. Gibt es ander- 
seits n—p linear unabhangige Losungen, so lassen sich die Ci so wahlen, 
dass sie alle von der Klasse =3 sind. Die 0,,C% haben dann ‘alle den 
Rang = 2 und es verschwindet somit der Ausdruck (48). Die Verallge- 
meinerung fiir multilineare Systeme liegt auf der Hand, ein allgemeiner 
Beweis scheint aber vorlaufig noch nicht durchfiihrbar. 


Chemistry. — Der Einfluss des Dispersitatsgrades auf physikalisch- 
chemische Konstanten. (Achte Mitteilung). Von Ernst COHEN 
und J. J. A. BLEKKINGH Jr. 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


Der Einfluss der Dispersitat kristallisierter Stoffe auf das elektrische 
Leitvermégen ihrer gesattigten Lésungen. II. 


Nachdem wir in unserer 7, Mitteilung die Art und Weise beschrieben 
haben, in welcher es uns gelang chemisch und physikalisch reines BaSO, 
darzustellen, wollen wir nunmehr die Ergebnisse unserer Messungen des 
Leitvermégens der (bei 25.00°C.) gesattigten Loésungen dieses Sulfats 
naher erortern. 


D. DIE ERSTEN LEITFAHIGKEITSVERSUCHE MIT DEN GESATTIGTEN 
LOSUNGEN DES REINEN BARIUMSULFATS. 


a. Die gesattigte Losung hat sich durch Diffusion gebildet. 


1. Unsere Tabelle 1 enthalt die Werte des Leitvermégens (bei 25.00° C.) 
der bei dieser Temperatur gesattigten Lésung. 

Die Versuche beziehen sich auf den Fall, dass die Lésung sich durch 
Diffusion gebildet hat. Um dies zu erreichen, verfuhren wir folgender- 
massen: Etwa 2 g des aus grésseren Stiicken bestehenden, reinen Sulfats 
gaben wir in eine griindlich ausgedampfte Flasche, und setzten dem 
Praparat in mehreren Etapen frisch destilliertes Wasser zu, d.h. Wasser 
fiir Leitfahigkeitsbestimmungen. Wir werden dasselbe im Folgenden mit 
den Buchstaben L.W. andeuten. Nachdem das Ganze wahrend einiger 
Zeit im Thermostaten bei 25.00° C. ruhig gestanden hatte, pressten wir 
die iiberstehende Fliissigkeit in das Widerstandsgefass (wir deuten dieses 
mit den Buchstaben W.G. an), ohne vorheriges Filtrieren. Das W.G. war 
vorher mit L.W. gereinigt worden. Bei diesen Versuchen beobachteten wir 
die iiberraschende Erscheinung, dass, falls einmal festes Sulfat in dem 
W.G. gewesen ist, jenes auf der Glasswand stets eine haufig unsichtbare 
Schicht zuriicklasst, welche sich selbst durch intensives Spiilen mit Wasser 
nicht entfernen lasst. 

Wir liessen das Wasser wahrend eines Tages, bezw. wahrend mehrerer 
Tage ruhig in dem W.G. stehen, oder brachten es, zwecks Erzielung 
schnellerer Sattigung, in Bewegung, wie in § 6 unserer 7, Mitteilung 
erortert wurde. In dieser Weise bildet sich durch Diffusion (bezw. durch 


Proc, Kon, Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1940, 13 
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WN ELI LIe, Il. 
Elektrisches Leitvermégen gesattigter Bariumsulfatlésungen bei 25.00° C. 
Die Lésung wurde in einem verschlossenen Schiittelgefass (bezw. Gefass) hergestellt. 


Leitvermégen in mho/cm 


Versuchs- | Anzall Art und Weise, in der die | et i | ie esti 
nummer | = Lésung hergestellt wurde | Lésung es 1g en 
mungen hecaiescenh L.W. , || Losung 

: (Korrigiert) 


(Ce 

58 10 grossere Stiicke des rei- 
nem Bariumsulfats nach 
fiinf bis zehnmaligem 
Dekantieren, wahrend 2 | 
bis 50 Std. mit Wasser 
| stehen lassen. | 4,36 1.48 2.88 


59 20; L.W. wahrend 1 bis 5 
Tagen stehen lassen in 
einem Gefadss, in wel- 
chem sich auf der Innen- 


wand eine diinne Schicht | 
BaSO, befindet. 4 37 1.41 2.96 


60 5 Einige BaSO,-Kristalle 
Ons a a bist 2 One mmach 
fiinfmaligem Dekantieren 
geschiittelt mit 50 cc 
L.W. wahrend 1 bis 2 
Tagen. 4NGZ 17 heal) 


61 DS O25) bist 2) to) memes 
BaSO4 nach fiinf- bis 
zehnmaligem Dekantie- 
ren, geschiittelt mit 50 cc 
L.W. wéahrend 2 bis 
50 Std., wobei Kristalle 
entstehen, welche viel | 
kleiner als 1 w sind, 4.42 12459) Deh 


62 10 Wie Versuch 61. 410 Wo dlal 2.98 


Das Mittel von 70 Bestimmungen ergab sich zu 2.99 X 10—® mho/cm. 


schwache Konvektion) eine gesattigte Lésung, welche praktisch keinen 
Bodenkérper enthalt (Versuch 59), Die Bariumsulfatschicht auf der Wand 


liess sich, wenn erwiinscht, mittelst heisser, konzentrierter Schwefelsaure 
vollig entfernen. 


b. Die gesattigte Lésung hat sich durch Schiitteln gebildet. 


2. Die Versuche 60, 61 und 62 (Tabelle 1) sind Schiittelversuche. Ist 
der Bodenkorper in geniigender Menge vorhanden, so lasst sich die 


Sattigung innerhalb | bis 2 Std. erreichen, sowohl in ungesattigten wie in 
ibersattigten Losungen des Sulfats.. 


1 


Nachdem sich die gréberen Teile desselben zu Boden gesetzt hatten 
(eventuell durch zentrifugieren), pressten wir, ohne zu filtrieren, die in 
den Versuchen 61 und 62 noch etwas tritbe Fliissigkeit in unser W.G. 
No. 1. Jeder Versuch wurde 5 bis 25 Mal wiederholt; nur die Mittelwerte 
sind in Tabelle 1 aufgefiihrt. Die Abweichungen von diesen Mittelwerten 
betrugen hoéchstens + 0.15 X 10-6 mho/cm. 

Das zu jedem Versuch verwendete L.W. hatte, bevor es in das W.G. 
No. 2 gegeben wurde, méglichst dieselben Manipulationen durchgemacht, 
wie das zur betreffenden Lésung verwendete: es hatte wahrend gleich 
langer Zeit in einem derartigen Gefass gestanden, als in welchem sich die 
Lésung befand, bezw. war wahrend gleich langer Zeit darin geschiittelt 
worden. Zu unserer Tabelle 1 ist noch Folgendes zu bemerken: Der etwas 
hohere Wert (3.15) im Versuch 60 hangt wohl mit der Art und Weise 
der Darstellung des hier verwendeten Praparates zusammen, welche nach 
§ 12 unserer 7. Mitteilung vorgenommen war. Hier ist eine geringe Verun- 
reinigung der Kristalle nicht ausgeschlossen. 

Den Wert 2.88 im Versuch 58 erhielten wir ohne Schiitteln nach kurzer 
Zeit, so dass die Méglichkeit vorliegt, dass die Sattigung noch nicht véllig 
erreicht war, 

Das allgemeine Ergebnis ist, dass sich irgend ein Einfluss des Zertei- 
lungsgrades des Bariumsulfats auf das elektrische Leitvermégen der gesat- 
tigten Losung nicht nachweisen liess. 


E—. VERSUCHE MIT NICHT ZERRIEBENEM BARIUMSULFAT. 


3. Zunachst stellten wir einige Versuche an, in denen die gesattigten 
Lésungen nicht, wie in unseren ersten Bestimmungen, in verschlossenen 
Gefassen hergestellt wurden, sondern in einem offenen Becherglase, an 
der Luft. In gleicher Weise fiihrten wir auch die Versuche aus, in denen 
der Bodenkérper zerrieben wurde. (Vergl. unter F.) 

Die Tabelle 2 enthalt die Ergebnisse der Versuche mit nicht zerriebenem 
BaSO,. Es ergab sich ein etwas héheres Leitvermégen, doch aus den Ver- 
suchen 64 und 65 ersehen wir, dass der Mittelwert (3.06 X 10—6 mho/cm) 
innerhalb der Versuchsfehler mit demjenigen der Tabelle 1 iibereinstimmt 
(2.99 X 10-6 mho/em). Diese Werte wurden nach kurzer Zeit erreicht 
(20 Min.), waren auch nich 3 Tagen unverandert geblieben, und wurden 
erhalten, indem wir die Lésung bezw. die Suspension des Sulfats in unser 
W.G. brachten, auf dessen Innenwand sich eine dusserst diinne Schicht 
des Sulfats abgelagert hatte. 


a. lonenadsorption an den Elektroden. 


4. Brachte man die Lésung in ein griindlich gereinigtes W.G., aus dem 
diese Schicht mittels heisser, konzentrierter Schwefelsdure -entfernt war, 
und letztere durch andauerndes Spiilen mit L.W., so war das elektrische 

Hee 
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TABBELES 2: 
Elektrisches Leitvermoégen gesattigter Bariumsulfatlésungen bei MSO? (C; 
Das Sulfat war nicht zerrieben. 


Leitvermégen in 10—§ mho/cm 


Versuchs- | Sa Art und Weise, in der die | en Ges gesat- 
nummer ae Loésung hergestellt wurde Lésung | des ugten 
mungen (aemescen) L.W. | Lésung 

i | (Korrigiert) 
63 ai filtriert, bezw. nicht fil- | Mittel 


triert in ein von BaSO4 
befreites Widerstandsge- 
fass, 335 50) | 133 DHS) 


64 5 nicht filtrierte Suspension | 
in einem Widerstands- 
gefass mit einer dtinnen 
Schicht von BaSO4 auf 
der Innenwand. 4.60 150 


65 3) Lésung filtriert durch ein | 
Glasfilter G4 bezw. G5 | 
in ein Widerstandsgefass | 3.06 
mit einer diinnen Schicht 

| von BaSOq4 auf der In- | | 
| nenwand, tate) It Om og 


Leitvermégen der Lésung viel geringer, wie aus den Versuchen 63 (Tabelle 
2), 69 (Tabelle 4) und 73 (Tabelle 5) ersichtlich ist. Dasselbe blieb kon- 
stant, und war etwa um 0.89 X 10—6 mho/cm niederiger, als der Normal- 
wert, falls wir die Lésung durch ein Glasfilter (siehe unten) in das W.G. 
filtrierten, 

Eine nicht-filtrierte Suspension ergab, wenn dieselbe in ein gereinigtes 
W.G. gegeben wurde, ebenfalls einen geringeren Anfangswert; dieser stieg 
indes in 1 bis 2 Std., in kiirzerer Zeit, wenn wir die Fliissigkeit in dem 
W.G. in Bewegung brachten (Vergl. § 6 unserer 7. Mitteilung), bis zu 
dem Normalwert der bei 25.00° C. gesattigten Losung. 

Da die Sattigung innerhalb relativ kurzer Zeit erreicht wurde, erklaren 
wir das Eintreten dieses niederen Wertes, welcher auftritt, wenn die 
Lésung, bezw. die Suspension in ein griindlich gereinigtes W.G. gegeben 
wird, durch eine Ionenadsorption an den platinierten Elektroden. Dabei 
verschwinden Ionen aus der Lésung, und infolgedessen nimmt die Leit- 
fahigkeit derselben ab, Bringt man eine Suspension in das W.G., so kann 
Bariumsulfat in Lésung treten, und es bildet sich nach einiger Zeit eine 
gesattigte Lésung, wahrend bei einer richtig filtrierten Lésung das Leit- 
vermogen niedrig bleiben wird. 

Unsere Versuche lassen sich demnach am Besten in einem W.G. aus- 


fiihren, auf dessen Innenwand sich bereits eine diinne Schicht von Barium- 
sulfat befindet, 
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Bei richtig filtrierten Lésungen ist es notwendig ein derart vorbereitetes 
W.G. zu benutzen. Dann haben die Elektroden bereits eine geniigende 
Menge des Sulfats adsorbiert, so dass man dann das tatsachliche Leitver- 
mégen der gesattigten Loésung misst. 


b. Nicht-filtrierte Suspensionen. 


5. Zunachst stellten wir einige Versuche an (No. 64, Tabelle 2), in 
welchen die Suspension ohne vorangehende Filtrierung in das W.G. ge 
bracht wurde. 


c. Filtrierte Losungen. 


6. Im Versuch No. 65 filtrierten wir die Lésung durch ein Glasfilter. 
Dabei kam ein sorgfaltigst mit heisser, konzentrierter, Schwefelsdure 
behandeltes Filter aus Jenaer Glas zur Verwendung, durch welches sodann 
L.W. gesaugt wurde. Die Poren der verwendeten Filter hatten einen mitt- 
leren Durchmesser von 5, bezw. 1 uw. Das Glasfilter G5, ein s.g. Bakterien- 
filter, besteht aus einer Filterplatte mit sehr kleinen Poren (im Mittel 
Durchmesser 1 wu), welches sich auf einer zweiten, (G3), mit grésseren 
Poren befindet. 

Man erzielt in dieser Art und Weise eine ziemlich befriedigende Tren- 
nung der Lésung von dem Bodenkérper, ohne irgend welche Verunreini- 
gung in die Lésung zu bringen. 

Ein derartiges Glasfilter wurde stets fiir einen blinden Versuch mit L.W. 
benutzt. 

Da wahrend des Absaugens durch das Filter auch Gase aus der Fliissig- 
keit entweichen, war deren Leitvermégen nach dem Filtrieren geringer 
geworden. Es steigt indes beim ruhigen Stehen der Fliissigkeit, da dieselbe 
dann wieder Gase aufnimmt. Das Verhalten der Lésung und das des 
L.W. im blinden Versuch war indes das namliche. Bei jeder Bestimmung 
hatte das verwendete L.W. dieselbe Vorgeschichte, wie die Lésung; das 
Leitvermégen dieses Wassers ermittelten wir im W.G. No. 2. 

Die Lésung brachten wir mittels einer Wasserstrahlpumpe in das W.G. 
Jede Bestimmung wurde mehrmals wiederholt; nur die Mittelwerte sind in 
Tabelle 2 aufgefiihrt. Meistens betrug die Abweichung der Einzelbestim- 
mungen vom Mittelwert héchstens + 0.15 X 10-6 mho/cm; im Versuch 63 
stieg dieselbe indes auf das Doppelte. 


F. VERSUCHE MIT ZERRIEBENEM BARIUMSULFAT. 
a. Das Zerreibungsverfahren. 


7, Bevor wir das trockne BaSO,, welches wir, gegen Staub geschiitzt, 
im Exsikkator tiber P»O; aufbewahrten, in eine bei 25,00° C, gesattigte 
Lésung des Sulfats brachten, zerrieben wir es in jedem Versuch wahrend 
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i0 Min. in einem griindlich gereinigten Achatmorser. Dieser war in kon- 
zentrierter Schwefelsdure, und sodann mehrmals in siedendem Wasser 
erhitzt, und unmittelbar vor der Benutzung mit Wasserdampf behandelt 
worden. 

Wie bereits in § 2 unserer 7, Mitteilung erértert wurde, ist auch, falls 
man ein vollig reines Praéparat verwendet, von vornherein zu erwarten, 
dass beim Zusetzen desselben als feines Pulver zur gesattigten Losung 
des Sulfats, das elektrische Leitvermégen der Lésung zunachst einen hohen 
Wert annehmen, und sodann langsam fallen wird. Unser reines Barium- 
sulfat zeigte tatsachlich dieses Verhalten. Dass sich diese Erscheinung 
nicht durch die Gegenwart einer Verunreinigung im Innern der Kristalle 
erklaren lasst, ergibt sich aus der Tatsache, dass sich nach dem Zerreiben 
und darauf folgendem mehrmaligem Dekantieren (wobei dann eine even- 
tuell vorhandene Verunreinigung zum Verschwinden kommen miisste), 
und darauf folgendem Trocknen des Niederschlags stets wieder dasselbe 
Verhalten beobachten liess, Selbst nach viermaligem Zerreiben und 
Dekantieren war das Leitvermégen der gesattigten Losung nach aber- 
maligem Zerreiben wiederum um ebensoviel hdher, als nach dem ersten 
Mal. Unser Praparat. war somit rein, und das beschriebene Verhalten 
wurde demnach durch den Zusatz des zerriebenen Sulfats zur gesattigten 
Lésung hervorgerufen. 

8. Das Zerreiben fiithrten wir sowohl unter Zusatz von Quarzpulver, 
wie auch ohne dieses Pulver aus. Letzteres war sorgfaltigst durch behandeln 
mit heisser Salzsdure und darauffolgendem 6fterem Dekantieren mit 
Wasser von Herrn chem. docts. H. L. RODER dargestellt worden, dem wir 
auch an dieser Stelle dafiir unseren Dank aussprechen. 

In blinden Versuchen, in welchen das Quarzpulver fiir sich im Mérser 
zerrieben, und sodann in L.W. gebracht wurde, fanden wir, dass das 
Pulver nur ausserst wenig verunreinigt war. 

Samtliche Versuche fiihrten wir mit je 0.3 g einer ein fiir allemal gerei- 
nigten Portion des Quarzes aus, welche stets zu 150 cc L.W. gegeben 
wurden. In dieser Weise liessen sich ziemlich befriedigende, reproduzierbare 
Resultate erzielen. Das Leitvermégen des L.W., welches 1.40 betrug, ergab 
sich nach dem ,,Reiben’”’ im Mérser ohne Quarz zu etwa 1.60, und nach 
Zusatz des zerriebenen Quarzes zu 2.00 (bezw. etwas mehr) X 10-6 mhojcm. 


b. Nicht-filtrierte Suspensionen. 


9. In Tabelle 3 sind die Ergebnisse aufgefiihrt, welche wir mit nicht- 
filtrierten Suspensionen unseres zerriebenen Bariumsulfats erhielten, Stets 
gaben wir das trockne, zerriebene Sulfat in 150 cc einer bei 25.00° C. 
gesattigten Lésung, welche sich in einem Becherglase befand. Da die 
Werte des Leitvermégens nicht konstant waren, sondern im Laufe von 1 
bis 2 Tagen auf 3.00 bis 3.15 X 10-6 mho/cm fielen, geben wir in den 
Tabellen 3, 4 und 5 stets die Werte des Leitvermégens, welche wir fanden, 
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TABELLE 3. 
Elektrisches Leitvermégen gesattigter Bariumsulfatldsungen bei 25.00° C. 
Trocken verriebenes Sulfat zugesetzt; die Suspensionen wurden nicht filtriert. 


| “Nach 20 Min. war das 
| | Leitvermégen 10—®8 mho/cm 
Versuchs- Anzahl | : | | 
ce Bestim- Zerriebene Stoffe der der gesat- 
mungen Lésung oe | _tigten 
(gemessen) es Lésung 
(Korrigiert) 
66 4 0.1 bis 0.3 g Bariumsulfat | i} 
ohne Quarz. lpeDiezo N55 | BE HO 
67 4 0.4 bis 0.7 g Bariumsulfat 
ohne Quarz, 3) 5 163: | 3.89 
68 5 0.7 g Bariumsulfat ++, 
0.3 g Quarzpulver, 5.80 2.00 3.80 


nachdem das Pulver sich wahrend 20 Min. in der gesattigten Lésung bei 
25.00° C. befunden hatte. Wir brachten die Fliissigkeit, welche in diesen 
Versuchen stark getriibt war, in derselben Weise in das W.G., als in den 
Versuchen, deren Ergebnis in Tabelle 2 aufgefiihrt wurde. 

Auch hier betrug die Abweichung der Einzelbestimmungen von den in 
Tabelle 3 aufgefiihrten Mittelwerten héchstens + 0.15 X 10-6 mho/cm. 

Die Versuche 66 und 67 ergeben, dass die Menge des zugesetzten, zer- 
riebenen BaSO, einen geringen Unterschied zwischen den Anfangswerten 
des Leitvermégens der gesattigten Losung bedingt. 


c. Filtrierte gesattigte Losungen. 
Aeebartumsuliatonse Quarzpulver zerrieben. 


10. Wir versuchten mittels Filtrierung durch die in § 6 beschriebenen 
Glasfilter G4 und G5 den zerriebenen Bodenkérper véllig, bezw. teilweise 
wieder von der Lésung zu trennen, und auf diesem Wege den zeitweiligen 
Ueberschuss der Ba-Ionen der Lésung zu entziehen (Vergl. § 2 und § 3 
unserer 7. Mitteilung). Bei dieser Trennung werden die zum Bodenkérper 
gehérigen Gegenionen auf dem Filter zuriickbleiben. 

In der Tabelle 4 sind die Versuche verzeichnet, bei welchen der Boden- 
kérper ohne Quarz zerrieben wurde. Wir verwendeten hierbei stets 0.1 g 
BaSO,, das wir nach 10 Min. reiben im Achatmérser, in 150 cc einer bei 
25.00° C. gesattigten Lésung gaben. Dieselbe wurde sodann filtriert. Tat- 
sachlich waren die so erhaltenen Werte viel niedriger, als im Versuch 67 
der Tabelle 3; auch waren sie konstant: Es ist uns somit gelungen in diesem 
Falle den Bodenkérper véllig von der Lésung zu trennen. Der Mittelwert 
(3.17) stimmt fast ganz iiberein mit dem der Tabelle 2 (3.07), und dem- 
jenigen der Tabelle 1 (2.99). Die Tatsache, dass im Versuch 69 ein 


196 


TABELLE 4. 


Elektrisches Leitvermégen gesattigter Bariumsulfatlésungen bei 25,005 NE: 
Nach Zusatz von BaSOq4, welches ohne Quarz zerrieben war, und nachfolgender 
Filtrierung. 


Nach 20 Min, betragt das 
Leitvermégen in 10—® mho/cm 


| 
chs- der gesat- 
ON ie Darstellung der Lésung der | g 
nummer re: des | tigten 
are L.W. Lésung 
(gemassen) (Korrigiert) 
| 
We EE ee Se 
69 Filtriert durch Filter G5 in ein ge- | Mittel 
reinigtes W.G. B02 eel 2S ||| Bo Si 
70 Filtriert durch Filter G4 in ein W.G. | 
mit BaSO4 auf der Innenwand. 5.06 1.82 | a 
71 Wie in Versuch 70. 4.83 104 || Soak) 


S17 
7, Filtriert durch Filter G5 in ein W.G. | | 
mit BaSOg auf der Innenwand. 4.36 1.29 3.07 


| 


geringerer Wert gefunden wurde, welcher konstant blieb, sowie der geringe 
Wert im Versuch 73 (Tabelle 5) lasst sich, wie oben (§ 4) bereits betont 
wurde, durch Ionen-Adsorption an den platinierten Elektroden des ge- 
reinigten W.G. erklaren. 


b. Bariumsulfatmit Quarzpaulv er zerric biem 


11. In derselben Weise, wie oben beschrieben, stellten wir einige Ver- 
suche an, bei denen stets 0.7 g BaSO, mit 0.3 g Quarzpulver im Achat- 
morser verrieben wurden. Nachdem die Lésung filtriert war, ermittelten 
wir das Leitvermégen derselben aufs neue, und zwar nachdem das zer- 
riebene Pulver wahrend 20 Min. mit 150 cc einer bei 25.00° C gesattigten 
Lésung in Berithrung geblieben war. 

Die Ergebnisse sind in Tabelle 5 zusammengestellt. Es zeigt sich, dass 
nunmehr die Trennung des zerriebenen Bodenkérpers von der Lésung nur 
teilweise stattgefunden hat. Bei Verwendung des Glasfilters G4 (Mittlere 
Porenweite 5) und des Glasfilters G5 (mittlere Porenweite 1) geht 
ein ziemlich grosser Teil des Bodenkérpers, der mittels des Quarzpulvers 
sehr stark zerrieben ist, noch durch das Filter, und erteilt der Lésung ein 
grésseres Leitvermégen. Es zeigt sich somit, dass der Dispersitatseffekt 
ein scheinbar grésseres Leitvermégen hervorruft. 

Vergleicht man den Versuch 68 (Tabelle 3), in welchem nicht filtriert 
wurde, mit demjenigen der Tabelle 5, wo dies wohl der Fall war, und zwar 
durch ein Filter G4 oder ein Filter G5, so finden wir als Mittelwert des 
Leitvermégens nach 20 Min. 3.80, 3.66 bezw. 3.44 X 10-6 mho/cm. Nach- 
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WAN ISILILIS, 5, 
Elektrisches Leitvermégen gesattigter BaSOq-Lésungen bei 25.00° C. 
Nach Zusatz von BaSOy, welches mit Quarz zerrieben war und nachfolgender 
Filtrierung, 


“Nach 20 Min. betragt das 
Leitvermégen in 10—® mho/cm 
Versuchs- | Art und Weise, in der die Lésung oe ogee 
nummer hergestellt wurde. der ane | faten 
Lésung - 
| ENA Lésung 
(gemessen) | oo 
(Korrigiert) 
73 Filtriert durch Filter G5 in ein ge- | Mittel 
reinigtes W.G. 4.60 1.96 || 2.64 
74 /Filtriert durch Filter G4 in ein W.G. | 
mit BaSOq auf der Innenwand. 6.06 40) BROs 
HS) Wie Versuch 74. 6.07 244 os lea 
76 Wie Versuch 74. oS DEON ee) 
77 Filtriert durch Filter G5 in ein W.G. | 
mit BaSOqg auf der Innenwand. 5.46 7 AO 3.44 ) 
3.44 
78 |Wie Versuch 77, 5.54 2.10 ||3.44) 


dem die Lésung 1 bis 2 Tage gestanden hatte, war das Leitvermégen in 
samtlichen drei Fallen auf 3.00 bis 3.15 * 10-6 mho/cm gefallen. 

Es tritt somit sehr ausgesprochen der Einfluss des Filtrierens zu Tage. 
Ware es méglich den Bodenkérper in idealer Weise von der Losung zu 
trennen, so wiirde auch sofort (nach 20 Min.) das Leitvermégen ein 
niedriges sein, wie es nahezu bei den Versuchen der Tabelle 4 der Fall ist. 
Wir glauben dementsprechend aus unseren Versuchen den Schluss ziehen 
zu diirfen, dass sich ein Einfluss des Dispersitatsgrades des Bariumsulfats, 
auch nach dem Zerreiben mit, bezw. ohne Quarzpulver, auf das elektrische 
Leitvermoégen der von Bodenkérper vdllig befreiten, gesattigten Lésung, 
nicht nachweisen lasst. 

Dasselbe gilt somit fiir einen solchen Einfluss auf die Léslichkeit des 
Bariumsulfats in Wasser. 

In einer folgenden Mitteilung beabsichtigen wir die Versuche zu be- 
schreiben, welche dieses Ergebnis auf polarographischem Wege erharten. 


Zusammenfassung. 


Es wurde festgestellt, dass sich ein Einfluss des Dispersitatsgrades auf 
die Loéslichkeit eines kristallisierten, chemisch- und physikalisch reinen 
Stoffes (BaSO,) nicht nachweisen lasst, falls man durch geeignetes 
Filtrieren der gesattigten Losung desselben, dem Auftreten des ,,Disper- 
sitatseffekts’’ vorbeugt. 

VAN 'T HorF-Laboratorium. 


Utrecht, Januar 1940. 
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§ 1. Ich werde zunachst einige Integralformeln ableiten fiir die Funktion 
p.q (6), die ich schon 6fters') betrachtet habe. 
Die Funktion Gh’7 (¢) wird definiert durch 2) 


m 


aaa ee 
et ae ”) 


Tia (Dreeh ele been) 
a 
Ay — 


a 
au ~ (1) 
h=1 ini I'(1+b,—b 7) I I'(a j—bn) 
jJ=m+1 j=n+1 \ 
X pF g-1(1+bpz—ay, Gone 1+bp—ap; 1+br—D, Peel OR Da (Lyne rc) 
Hierin wird ¢ #0, 
=n=p=q-—1, l=m=q, (2) 
bib, nicht; ganz (j= 14..,m>) h==1,..5, m; jh 
und 
aj—ba-1,2,3,...G= 
vorausgesetzt ; 


Leek, as N= 
1+ b,—},, 


ie fee le 
der Stern bedeutet, dass die Zahl 1+ 6,—b,; im System 
1+ b,— bg gestrichen werden muss 
Ich beweise jetzt 
Satzal iste = 2, 2m 2n =p —-q == 0. 
C70, 


==(m-n—sp—+*9)%, 
Oh (aye eet (Da) evlay)—— 1 <0 bp)! “faa es 7) (5) 
und 
EM (ay) — 2H (by) + (ap) Rb) + 
Dp 
bye 
j=1 


Ha—p+1)>6,| 
Raj) — 2 Rb) + gp) R (bx) + 4 QP +1) 


Oe 1 
so besitzt dié Funktion G>’g (6) die Integraldarstellung °) 
ai> 
Gea (¢| | ] 


ae af Gu n (co 
| ie mea Digs 
b,,a—b2; a+ p—b, 


X2F i (a by; 1—v) (o—1)*+ 8-8 O41 p—-8 dv 
) Meyer, [7], [10], [11], [14] [15] 
2 


Sees ) | 
GND a, 195 0g) ah) 
) Man vergl. [7], Formel (6). Ist p =0, so wird die Funktion G durch Go 
bezeichnet 

3 . 


og (61b1 + sBg) 
) Es wird natiirlich angenommen dass die Funktion G””" (¢) einen Sinn hat; d.h. also 
Es wird angenommen, dass auch (2), (3) und (4) erfiillt sind 
Die rechte Seite von (7) ist wegen 


symmetrisch in Bezug auf « und 


Fie v0" “oh vy — ss 1—v) 
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Hierin sind a und f beliebige Zahlen mit?) 
(ab) NR bp4 by) eee ee () 


H(A) < ER a)— ERG) + HR) + Ha—P +O | 


We 

nN 

Ul 
ea 


P at 
R (a+ p) < EH (aj — J Hb) + (@—p) R (bs) + 3(q—p +B). 
j 
=) nichtiqanz,» p=: ae 
a—b; nicht ganz, B—b; nicht ganz (j=3,..., m), . . (11) 


j= OF 12,35 ou, Ay — PF 1, 2), (fe fi) 2 Se eZ) 


Ist 2m+2n—p—q>>0 und zugleicherzeit arg¢, <(m+n—tp—44q)a, 
so gilt Formel (7) ftir alle Werte von a, f, aj (j= 1,...,p) und bj (j=1,...,q) 
mit (5), (8), (10), (11) und (12); die Bedingungen (6) und (9) brauchen 
dann also nicht erfullt zu sein. 

Beweis. Ich unterscheide drei Falle: 

1. Es sei 2m +2n—p—q > 0 und zugleicherzeit |arg¢|<(m+n—tp—tq)a; 
es seien die Bedingungen (5), (8), (10), (11) und (12) erfiillt. Ich brauche 
die Hilfsformel *) 


1 


[oF (4.430; X) ew lox) ae P(o) F@) P(e + 1—x—A) 


I(o + t—x) I'(o + tA) 


cu 


0 
diese Beziehung, giiltig fiir 


Hc) > 0) FE) = 0, hie s— 2) 0) 
geht durch die Substitution x= 1 = und Anwendung von 


2F, (x, 4; 6; 1—1]/v) = 0 oF, (o—x, 4:6; 1—v) . . . (13) 


in 


oun Wale 
I'(o + t—x) '(o + 1—A) 


|| 2F (o—x, 4; 6; 1—v) (v—1)?-! v*-7-* dv = 


1 


(14) 


tiber. 


4) Die Ungleichungen (8) und (9) sind lésbar wegen (6). 
Die Bedingungen (5) und (12) fallen fort, falls n=O ist: ebenso (11), falls m = 2 ist. 
5) MEYER, [13], Formel (14). 
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Nun besitzt die auf der rechten Seite von (7) vorkommende Funktion 
Gog (fv) fiir |arg (Cv)| <<(m+n—4p—4q)a die Integraldarstellung °) 


q a Point 
I I\i—b; +s)  I'(aj—s) 
e J=m+41 J=n+l 
hierin lauft der Integrationsweg L von —oi+o nach wi+o (o ist eine 
beliebige reelle Zahl) und zwar so, dass die Punkte a,a+1,a+2,..., 
Prose p a eee. und by byl) by 2.4... (f= 3) -, m) auf der rechten, 


die Punkte a;—_1,aj;— 2, a; —3,... (j=1.,....,n) dagegen auf der linken 
Seite von L liegen ’). 


Auf Grund von (5) kann man den Integrationsweg L derart wahlen, 
dass ‘(s)< R(b,) und < K(b2) ist fiir alle Punkte s von L; es gilt 
daher (siehe auch (8)) 


wt (a 4- 6 —b,—b,) > 0, R(b,—s) > 0, K(b,—s) > 0, 
so dass aus (14) folgt °) 


| »F, (a—b;, a—b,; a + B—b,—b,; 1—v) (v—1)*+-P-P! ps—? du 
i pets) 
weap Ui Oy (is) Tb 5) 
a I’ (a—s) I’ (p—s) : 


Aus (15) und (16) ergibt sich nun’), dass die rechte Seite von (7) 
den Wert 


iP aa) de as 
J=1 v= ; - ; cs ds 
q p 
i (ii-—b;+s) LH I(aj—s) 
e j=m-+1 (Sep 
L 


1 


Dae i 


besitzt; und dieser Ausdruck ist eine Integraldarstellung der Funktion 
Gur (< 


so dass der erste Fall erledigt ist. 


6) Man vergl. BARNES, [1], 65—71. 
7) Dies ist méglich wegen (12) und (4). 
8) Ich ersetze x, 2, 6, t bezw. durch g— bp, « —b2, a+ p—b; — by, bi —s. 
9) Ich setze das Integral (15) in die rechte Seite von (7) ein, vertausche die Integrations- 
folge und benutze (16). 
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9. Es. sei 2m 2n —p—q = 0 und jarg (|= (a te Pe 
brauche die asymptotischen Entwicklungen der Funktion Griz pie 
grosse Werte von |z). 

: q,0 10 

Die asymptotische Entwicklung von Gp/q(z) lautet °°) 


(17) 
=e, A A 
oy ap pee eae + + 3 eb 
(> we 
worin 

ome ane 

v= ie q+ ltat p+ & bj— Say. 

q—P Ee Ss) 


Diese Entwicklung gilt, falls p=q—1 ist, fiir |argz| << $2; ist p<q—l, 
so gilt (17) fiir |argz| < (q—p+1)z. 
Ist n=1, so besitzt GjG(z) eine asymptotische Entwicklung der 


Gestalt '') 
ee Pieper oY ) 
Gpiq (: (04- Be Bs, ROA - (18) 
ae 4s) Bg EEE EP bilan —apin)al.\ 
j= eee Zz Zz ) 


Ferner brauche ich noch !”) 


a (a—b,, a—b); a 4- p—b,—b; 1—v) (v—1)*t+F-O:-b 2-1 v—# / 


(19) 
=(uo + vv) 114+ Ol} (Pe &)a} 
hierin sind « und y nicht von v abhangig. 
Nun folgt aus der Definition (1) 
m,n Ajyoee, ap = 1 ( ae m+i,n a A1,++-4,Aap 
Goa (. pe Saale USES (+e ere) 
(20) 


. 1 : 
et (0 m4 Ga Ml (: Cat 


ee) 
bees bay. 
10) BARNES, [1], 80 und 108—110. 


Die im Folgenden vorkommenden Zahlen A; Bia Ch Dy, od und f sind nicht 
von z abhangig. 
1) BARNES, [1], 65—71. 
2) Man vergl. WHITTAKER and WATSON, [18], § 14.51. 
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a}, + es) a l \ a a \ 
FL —_ — ; = Liptay p 
——— ee e LA 4] (Ces eu 
; p,q 
Bure! 2mi ( eae xt lene 
. hae ae a 
—etl any Glee zenmi ecco p ) 
Pd ss | b iz \" 
Or Csr 1 qd / 
Durch wiederholte Anwendung von (20) bekommt man 


GE ae )= C, Ge" 4 (z efg—m)xi) 4 ss C, GF FAC e(g—m—2h) wi) (22) 


ij 


Aus (21) mit n—1 statt n, ze~* statt z und m—=q geht hervor 
Ghia ()=c GEE" (ce-*) +d GE4 (ee2*); 


mit Hilfe dieser Beziehung beweist man leicht 


GEE (2) =FGES (ee) + D Da GEE" (e229), 
0 


k= 


Ersetzt man hierin z durch ze'?—™ und fiihrt man das so gefundene 
Resultat auf die rechte Seite von (22) ein, so erhalt man 


Cay (z) == (ei ie Ges (z e(g—m-n) zi) 


P ; q-m or » (23 
an Ges Dr Gan (z elq—m—h-2) xi) ee Cy Gig (ze't-™-2h 21), \' 


Nach dem ersten Fall gilt Formel (7) fiir |arg¢|<(m+n—tp—iq)a 
Aus (23) folgt aber mit Riicksicht auf (19) und die asymptotischen Entwick- 
lungen (17) und (18), dass (7) giiltig bleibt fiir arg¢=(m+n—tp—-+q)a, 
wenn nur a, f, a; und 6b; nicht nur (5), (8), (10), (11) und (12), sondern 
iiberdies noch (9) geniigen '’). 

Auf analoge Weise zeigt man, dass (7) unter dieser Voraussetzung auch 
Mut stimearge == 


yD —+#q)%. 
Hiermit ist der zweite Fall erledigt. 


ts (sel 2m + 2n— p— q=0, also m=4p+t4q—n. Wegen (2) gilt 
daher m=q—n—#, somit m+1=q. Die Funktion Ge (chat also 
einen Sinn (siehe (2)) und nach dem ersten und zweiten Fall gilt (7) mit 
m-+1 statt m, und zwar fiir |arg¢|—=2. Formel (7) folgt nun mit Hilfe 
von (20) aus (7) mit m- 1 statt m. 

Hiermit ist auch der dritte Fall erledigt. 


13) Bedingung (6) folgt aus (8) und (9). 
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Satz 2. Ist m=1, 2m + 2n—p—q=0O, 
C#0, |argl| S(m+n—gp—4q)% 
Kt (ay) —= 1 ee (DG ee ie Pee) ay | Gee eed) 


und 


R (a) > R (B,) (27) 

Wa) < FH lay) — ¥ Wl) + (q—P) Rb.) + Hq—P+ 1), - (28) 
a=by nicht. ganz (j=2 ch ee ee) 

Pere aby (j=l..n) . 2... (30) 


Ist 2m + 2n—p—q > 0 und zugleicherzeit arg 6) << (m+n—4p—4q)a, 
so gilt Formel (26) faralle Werte von a,a; (j=1,...,p)und bj (j=1,....@) 
mit (24), (27), (29) und (30); die Bedingungen (25) und (28) brauchen 
dann also nicht erfillt zu sein. 

Der Beweis'*) geht gerade so wie derjenige von Satz 1; statt (16) 
benutze man 


ico) 
. 


ce by ee Ge 7 PLL (ee) 
| (al) ee dies Less : 


a 


] 


In § 2 gebe ich verschiedene Funktionen, die Spezialfalle von Ge) 
sind. 

Die §§ 3—10 bringen Anwendungen der Satze 1 und 2. Viele 
Sonderfalle von Satz 2 und einige einfache Sonderfiille von Satz 1 waren 
schon bekannt. 


Bei einer andren Gelegenheit hoffe ich (7) und (26) auf WHITTAKERsche 
Funktionen anzuwenden. 


14) Fir @= by» geht (7) wegen 2F) (2, 0; 2, w) = (l—w)-” in (26) tiber. Formel (26) mit 
m> 2 ist daher ein Spezialfall von (7). 
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§ 2. Ich benutze die iiblichen Bezeichnungen. 


; za BessELschen Funktionen J,(z), J,(z) und Y,(z) werden definiert 
urc 


~\ — 27" 2” | 1 2- 
Sas green fuse Up eeeresy OL Fan oF 6 a aes te ON) 
ge eee (32) 


Die Funktion K,(z) und die HANKELschen Funktionen HY (z) und H(z) 


werden definiert durch '°) 


K,(2)= Sees oleae) a= (2 \en ee ae ae (33) 
a) — ee PAT) H? (z)= — 2 eb’7i K, (zei7!), 


Die StTRuveEschen Funktionen H,(z) und L,(z) werden definiert durch 


DAR Gag ae eae: - 
Hp pg rey edi be th 12, | 


a v —1 zv+l 


Ly (Z)i= To 8) T’ (3) ols. v4 $: aes 


Die LomMeEtLsche Funktion S,,,(z) wird definiert durch !°) 
ziti 
(Ova) — yl) 
201 P(gutgy ts) C(gu—sr +3) 


sin vz 


ae (2) = PF, (1 yl Waa! ee a ae) 


(J>(z)cos(gu-+3%)71—J_,(z)cos(Su—47) 7}. 
Ferner bezeichnet Wz m(z) die WHITTAKERsche Funktion '’). 
Zur Abkiirzung setze ich schliesslich 

gee eet (ey ia) eh. (2) it) (2), 

1 
ie 
Va aap let 2 He) Hy (2) 4 elle) 1 (2) Hy (2) 


ioe, (z) ell) FY iz ale (z) — eb) #1 H(z) H®) (z)}. 


15) Die Beziehungen (32) und (33) gelten, falls » nicht ganz ist; fiir ganze Werte von 
» kann man Y,(z) und K,(z) durch Grenziibergang definieren; man vergl. WATSON, 
7 63=—o4nunds 78, 

WON I? fae es = th, = $= 2) Gone oder »=0, +1, +2,..., so wird Sw,» (z) durch 
Grenziibergang definiert; man vergl. WATSON, [17], 347—349. 

17) Man vergl. WHITTAKER and WarTSON, [18], Chapter XVI. 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1940. 14 
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Unter Annahme der obigen Bezeichnungen gelten die folgenden 


Relationen 8) 


I Q= Gis G2 lay 2) 


R=! Gr a ns 
ly f= 
Y, (z)=(—1)" GB(a24| een (h=0, + 1,+2....), (37) 


IU > 2 ’ 5 TB 
1 1 
Loa ote 
L, (2) L. ( = Gr (1: 4 : Ly, Ly, A y (40) 
, tity 
H. (2) = Yo) SEE GE ae] 
¥ Ail ) me 153 4 1 Ly, Ly, Ly as . (41) 


t+ ou 
ee ty jr + (42) 


cK Wenl)= 22 Git(qer] | EE 

Viren Fete reel ce oe ES) 
a)? (z) 1 Gi! i z 
y \Z) — = 1,3 Zz ly, Zn ' (44) 


Fa (2) J (a) = 7882 Gig (= 
Tt 


Te? : 


Pe B = 8027 Gs ( 2 


I, (z) Ky (2) = oe Ge (= 
wt 


‘Sy Man vergl. (7), 12-2177 [10], 397398, 


en 20 
H" (2) H? (2) 2 cos 7 G31 (_, y 

a 0? WN |v, —», 0 (50) 

4 | 0,4 

iy eee nee (# 4 
tet FUE yU— FV, g¥—F eM, — Fh ail oe 

K. ees ae 4,0 | 0,2 
wz) Ky (2) 4 (7 oe Go’ |Z? |, : (52) 

FET oY. sU— FV, 3Y—F fl, —$ — Ey) 


| 0,4 (53) 
UA n(z 2 i 
phe a a 
Veo ee cos (4 + 3) Cos ey 
It2 
(54) 


| 1 
eG, G | aa 
2,4 eal 1 + 
II 3 u = 2 Vv, + Ul 4 V, yy — 5 b, == 1 fu 4 y 


Schliesslich gebe ich noch zwei Hilfsformeln, die ich in den §§ 3—10 
haufig benutzen werde: 


ale A ee St Gigi 22 55) 
Pi al fe 
BES a a . Opera. Oo 
: / 
Ge he ai 1 Ap, O eS m,n c Alj,+++5, ap 
an 1 — 
jOa= we orb Be a 


eave es) (p=n, m=). (56) 
Diese Formeln folgen leicht aus der Definition der Funktion Gp‘ (0). 


§ 3. Ich werde (7) und (26) zunachst auf (35), (36) und (37) anwenden. 
Es wird sich zeigen, dass verschiedene bekannte Integraldarstellungen der 
Funktionen J,(z), K,(z) und Y,(z) nur Spezialfalle von (7) oder (26) sind. 

Ich betrachte erst die Funktion J,(z). Durch Anwendung von (26) mit 

—17? und v=u? auf (35) finde ich, falls z >0 und OC R(a— pr) Rr) + 4 


ist, 


2 ; 10 a—frv— a 
J d=P_rqy J BIA e |e —En cep wht da. 657 
if 


Las 
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Nun folgt aus (55) und (35) 
Go (¢ 0? | 4» + 4, — 4») 


= ($0)! Gua (4 | $7 +44, —F9-F N= CY Sos (2). 


Aus (57) mit a=4y7-+-/ ergibt sich somit 


(Ae ~ 
=a | Jyuea) (a 1) das 8) 
1 


hierin ist z > 0, (vy) > — 3 und 4 beliebig mit 0< (A) << N(v) + F. 
Fiir 2 = 14 —y bezw. 4 =—4—vy geht (58) wegen 


Wes os 
Ji (w) = | = ee J-3(w) = | Se? 


in 
2it¥s —¥ 
=F feo [z>0, |RO)\l<—4] ~ (59) 
al 7a 
bezw 
. tee ie eece (zu) u du 7 a 
aes | (u2—1)"*: [z>0,-1<K()<—3] (60) 
1 
iiber. 


Aus (7) und (36) geht hervor 


K yi 
@= raca,J il: * w/a, A) es 
Kofi (a—Fv,a+47;a+ 8; 1—w?) (w2—1)*+ 2-1 y 1-28 A 


Fir die hierin auftretende Funktion G9 (4 z? uv”) gilt wegen (55) und (36) 
Goo (4z *u?|a, 6) = 2 (tzu)t? K.—< (zu); 


die Funktion K,(z) besitzt also wegen (61) die Integraldarstellung 


1—a—f a : 
ep re f Re zu) |] 


(62) 
Xa (a—4,a+4v; a+ 8; lu) (a?) eee Al 


Zuo 


In dieser Beziehung ist z 0 und |argz|<42; a und f sind beliebig 
mit 19) R(a+ fp) > 0. 


Setzt man a=}y+2 und B=—4~y in (62), so erhalt man 
feat ea Mh var J Ko zu) (u2—1y—' udu [R(A) SO]. (63) 
Nun ist 
/ IU 
Rag te) = | aa Ci a te) eee ey ee a (4) 
Die zwei Spezialfalle von (63) mit A =4—y bezw. 4=—4—-y liefern 
daher 


QE paw la > e-zud : 
Kee = | Graiya Ulatgz|<dn, RO)<H. - 65) 


Die Formeln (58), (63), (59), (60), (65) und (66) waren schon bekannt 7°). 


Nimmt man a—4 und 8 —4—o in (62), so bekommt man 


Das ray a 
K3(z) wath = aul K, (zu) . »F, (4—4y,4+4 »; 1—o; 1 —u?)(u?—1)~? u7*! du. (67) 


Nun ist 
oF (—n,1-+n;1—m;—sinh? ) =I'(1—m) sinh™ tcosh—™t Py (cosh 2¢), . (68) 


wo P7(w) die zugeordnete LEGENDREsche Funktion erster Art bezeichnet’). 


19) Die Bedingung «—g nicht ganz kann in (62) durch Grenziibergang beseitigt werden. 

20) WATSON, [17], 417, Formeln (5) und (6); 170, Formel (3); 172, Formel (4). Siehe 
auch NIELSEN, [16], 222— 223. Fiir (60) und (66) vergl. man Mayr, [5], 230, Formel (3) 
und 232, Formel (7). 

21) Die zugeordnete LEGENDREsche Funktion erster Art wird fir w > 1 definiert durch 


(HOBSON, [2], 188) 


7 |)z™ | —im 
ages oo a Wa eee) eer ea eG) 


setzt man hierin w = cosh 2f¢, so bekommt man (68). 
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Aus (67) mit u—cosht folgt daher 


(2) ae { K;(zcosh t) Py; (cosh 2 t) sinh?” tcoshtdt; . (69) 


0 


hierin ist |argz) <4 und o beliebig mit R(c) <1. Der Spezialfall mit 
o=+4 liefert wegen ”’) 


Pj (cosh wae cosh eee een 


a sinh?w 


und (64) die bekannte Relation ”’) 


Kil)= | ertouit cacha pate 6, = 
0 


Setzt man S=a-t +4 in (62), so findet man wegen (64) 


on Q-24 2m la i ry | 
© O="Taa+H J ° (72) 
1 
X oF; (a—tv,a +4; 2a+ 4; 1—a?) (w—1)P*-* du; \ 
diese Beziehung geht fiir a——¥y in (65) und fir a—=— 4v— 4 in (66) 
iiber. 
Nun gilt bekanntlich **) 
oF; (—4 n—4m,4+34n—tm; l—m; —sinh?* ¢) ) 
aa (73) 
=2-" ['(1—m) sinh™ t Pz (cosh #). \ 
Aus (72) mit u=cosht ergibt sich also \ 
Ky G22" Va { e—Zeosht Di ~?* (cosh #) sinh2*+} ¢ de. 
0 
Diese Formel, giiltig fiir ‘i(a) >—+, habe ich friiher 7°) auf andere 


Weise abgeleitet; sie geht fiir a—=0 wegen (70) in (71) tiber. 


22) HOBSON, [2], 286. 
23) WATSON, [17], 181, Formel (5). 
24) HoBsON, [2], 219, Formel (49). 


) 
5) MEIER, [12], 1100, Formel (31) und 146, Formel (23). Siehe auch *MACDONALD, 
[3], 437, Formel (16) und MACROBERT, [4], 701, Formel (12a). 


Mathematics. — Ueber die asymptotische Verteilung eines beliebigen 
Systems (f.) von n reellen Funktionen f, der m ganzzahligen 
Verdnderlichen x, x2,....%m modulo Eins. Von J. F. KOKSMA. 
(Communicated by J. G. VAN DER CorpPutT) 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


1. In der Theorie der asymptotischen Verteilung reeller Zahlfolgen 
modulo Eins') stésst man auf die Frage, ob sich jede reelle Zahl a mit 
beliebiger Genauigkeit durch die Zahlen einer vorgegebenen Folge f (1), 
f(2),... modulo Eins anndheren lasst. Liegt dieser Fall vor, so erhebt 
sich die Aufgabe, wenn mdéglich eine (von a unabhangige) positive, mit 
wachsendem x gegen die Null strebende Funktion q(x) des ganz- 
zahligen Arguments x= 1 derart zu bestimmen, dass fiir jedes reelle a 
das Diophantische Ungleichungssystem 


—@(x)<f(x)—a<p(x) (mod 1) ... .« (i) 


unendlich viele ganzzahlige Lésungen x=—1 hat (x heisst eine Lésung 
des Systems (1), falls es zu diesem x ein ganzes y mit 


ne a (0) Oe <4 oc) 
gibt). 


Sobald eine derartige ,,Approximationsfunktion” p(x) bestimmt worden 
ist, fragt es sich, ob sich das Ergebnis verscharfen lasst, das heisst, ob 
sich w(x) durch eine schneller gegen die Null strebende Approximations- 
funktion ersetzen lasst. 

Wenn man umgekehrt von einer gegebenen Funktion v(x) ausgeht, 


stésst man in diesem Problemgebiet auf Fragen wie die folgende: gibt 
] 


es eine spezielle Folge f(1), f(2),... fiir die die Funktion p(x) =s5 
die obenverlangte Eigenschaft besitzt? 

Der hier zu beweisende Satz 1 gibt auf die zuletztgestellte Frage eine 
verneinende Antwort; er beansprucht mit Hinsicht auf die ihr vor- 
angehenden Fragen einiges Interesse, weil er fiir die Ordnung des 
Verschwindens der obenverlangten Approximationsfunktion (x) eine 
Beschrankung nach oben liefert, die fiir keine Folge f(1), f(2),... tiber- 
schritten werden kann. 


1) Literatur in meinem Bericht ,,Diophantische Approximationen’’. Ergebnisse d. Math. IV, 
4 (Berlin 1936), speziell Kap. VIII f.f. 
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Satz 1. Sei f(1), f(2),... eine beliebige Folge reeller Zahlen. Ist 
dann (1), »(2),... eine Folge positiver Zahlen fiir die die Rethe 


konvergiert, so hat das Diophantische System 
—o(x)=f(x)-—a=o(x) (mod 1) 
fiir fast alle a héchstens endlich viele ganzzahlige Loésungen x= 1. 


Bemerkung: ,,Fast alle’ bedeutet, dass die Menge der Ausnahme- 
zahlen a auf der Zahlengeraden das LEBESGUEsche Linienmass Null hat. 


2. Ich zeige Satz 1 als Anwending des allgemeineren Satzes 2, dessen 


Beweis das Ziel dieser Note bildet’). 


Satz 2. Voraussetzungen. Es seien m, n und r nattirliche Zahlen, 
Nt eine Menge von Gitterpunkten X= (x,..-,Xm) im Rm und 


oe Ass = Ban (Ay = Be ie ea) 
ein Quader im R,. Ferner seien 
ine pone ator Save tee al? WS Fee sates Tt) 


n reelle Funktionen, die fiir jedes Gitterpunktepaar X =(x,,...,Xm) 
(beliebig aus St) und Y=(y,,...,y,) (beliebig aus R,-) definiert sind. 
Schliesslich seien (x) >0 (v= 1, 2,...,n) and K(x)=0 n=l fur 
jedes ganze x=1 definierte Funktionen, derart dass die beiden Reihen 


S21 Max (9: (x)00 rol) 
und \ 
2 x” K(x) g(x)... a(x) 


[ 


konvergieren, und es gelte die Eigenschaft, dass ftir jeden Gitterpunkt X 
der -Héhe x= Max(|x;|,...,|xm|)=1 aus JG hochstens K(x) Gitter- 
punkte Y im R, existieren, fiir die der Punkt P=P(x, y)=(p,,..., Pn) 
mit Koordinaten 


Di Ey Octane ine UP) (once, Lie eH ATE) 
im Innern des Quaders Q liegt. 


Behauptung. Zu fast allen Punkten A=(a,,...,4n) des Quaders 


2) Vol. ae Satz 1 auch den verwandten Satz | meiner Note: Méetrisches wber die 
Approximation reeller Zahlen’. (Proc. Kon. Akad. v. Wetensch. Amsterdam, 41, (1938), 
45—47), der, wie der Leser leicht nachweist, ebenfalls in Satz 2 enthalten ist. 
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Q gibt es héchstens endlich viele Gitterpunkte X in It, bei denen sich 
- ein Gitterpunkt Y im R, finden lasst, so dass die Ungleichungen 


=O, (Rasiya Xk Tis oes Yr) =O =O, (x)P==1,2,...,n), (3) 
wo x die Hdhe des Gitterpunktes X bedeutet, sdmtlich erfiillt sind. 


Bemerkungen. 1. ‘‘Fast alle’ bedeutet, dass die Menge der Ausnahme- 
Punkte A =(a,,..., a,) im R, das LEBESGUEsche Mass Null hat. 

2. Vergleiche zu Satz 2 die ,,Aufgabe B” auf S. 4 meines in Fussnote !) 
zitierten Berichtes ,,Diophantische Approximationen”. 

3. Um einzusehen, dass Satz 1 in Satz 2 enthalten ist, setze man in 
Satz 2: 
ot 1X, yy, Jeogleich der Holge x=, 2; 3,... ferner 
A,;=—0, B,=1, d.h. © gleich dem Einheitsintervall O=u=1, F,=f(x)—y, 
P(x) =x), und K(x)=1. 

ee etztu mann (lute m=), tye = 1)c 


A,=0, B,=1 (also Q gleich dem Einheitswiirfel im R,), 
LEbah eae, Ae aaa t) 19 eee) = ae Ly en) nd KK (yl, 


so erhalt man das ,,mehrdimensionale’’ Analogon des Satzes 1 fiir das 
in der Ueberschrift genannte Funktionensystem (f). 


Beweis von Satz 2. Sei X ein beliebiger Gitterpunkt aus ‘St mit 
Hohe x=1. Sei A=(q,,...,@n) ein Punkt aus 0 mit der Eigenschaft, 
dass bei dem gegebenen Gitterpunkt X und einem gewissen Gitterpunkt 
Y die samtlichen Ungleichungen (3) erfiillt sind. Dann gehért also A 
dem Quader 


»—— d=u=ptols) v=1,2,...07) 


2 


mit Mittelpunkt P= P(x, y) an. 

Es gibt zwei Falle. 

1) P=P (x, y) liegt im Innern des Quaders OQ. Dieser Fall kann nach 
den Voraussetzungen des Satzes 2 fiir hdchstens K (x) Gitterpunkte Y 
auftreten. 

2) P=P(x, y) liegt ausserhalb des Quaders OQ, oder auf dem Rande. 


Dann aber liegt A in wenigstens einer der 2n Schichten 
Ay 1, =A, oy, (oo), bzw. By — oe) Se = By v= 1, 2). 8) 
der Maximaldicke 
Max (9; (x), - ++ Pn (x))- 
Also: die Menge St(X) samtlicher Punkte A in Q fiir die das Unglei- 


chungssystem (3) bei irgend einem Gitterpunkt Y gilt, hat das dussere Mass 


mM (X) = K (x) HL (2 go (2) + C Max (pr (2), «++ 92 (2), 


— 
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wo C eine positive, nur von der Wahl des Quaders U abhangige 


Konstante bedeutet. 
Also auch: die Menge ‘Yt’ (x) samtlicher Punkte A in Q, fiir die bei 


irgend einem Gitterpunkt X der Héhe x=1 aus Jt und irgend einem 
Gitterpunkt Y aus R, die sdmtlichen Ungleichungen (3) gelten, hat das 
aussere Mass 


m MW’ (x) 2 m (2x + 1)"—1{ 2" K (x) ies (x) + C Max(9, (x),..., Pn(x))} 


=m. 3M th, x=) K (xh ll o, (x) -- m3". Cox Max oia)n ae Pn (x)). 
(rl 
Wegen der Konvergenz der Reihen (2) konvergiert also die Reihe 


Qo Y/ 
Ds te (ae); 
et 


so dass fast alle A aus Q héchstens einer endlichen Anzahl der Mengen 
MW’ (x) angehdren. Q.e.d. 


Mathematics, 


Tauberian theorems for Cesaro-summability of double 
series. By H. D, KLOOSTERMAN. (Communicated by Prof. W. 
VAN DER WOUDE.) 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


In two papers (to appear shortly in the “Journal of the London Mathe- 
matical Society’ and the ‘‘Mathematische Zeitschrift’) I have given a 
new method of proof for Tauberian theorems for Cesaro-summability. This 
method depends on some formulae, which appear to be new and which 
belong to the theory of finite differences. The Tauberian theorems for 
Cesaro-summability are immediate consequences of these formulae, and the 
proofs of these theorems thus obtained are considerably simpler than the 
proofs already known. Now in a paper entitled “Limitierungs-Umkehrsatze 
fiir Doppelfolgen”, Math, Zeitschr, 45 (1939), p. 573—589, K. KNopp 
has proved Tauberian theorems for double series. However his theorem 
on Cesaro-summability treats summability of the first order only. The 
object of the present paper is to show, that the method used in my two 
papers mentioned above, also gives proofs of Tauberian theorems on double 
series for Cesaro-summability of any order. 

The following notations will be used. Let 


fo 6) 


De tea eae ee ee a (L) 
m,n=1 


be a double series with real terms. We write 


(il) ae 
Sm,n = Chinhip (Hin ee) 


and if ¢t and r are integers 2 —1: 


m n 
tile (t, r) (t,r+1) (t,r) ==, 
@+17) __ yy Si aS Ge Sire 2G ft lg Cos 


=1 v= 


— 


If t and r are non-negative, the double series (1) is called summable 


(C; t,r), if the double limit 


Ria) 
lim mae ae ee ek OA) 


m,n—> oo m-+t—l oo 
Carnitas 


exists, Summability (C; 0, 0) is identical with convergence. If the limit (2) 
is s, the series (1) is said to be summable (C; #,r) to the sum s. It can be 
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easily proved (as in the case of single series), that convergence implies 
summability (C; f, r), if ¢ and r are = O (“theorem of consistency’). 
For any function um, of the two positive integral variables m and n 


(which are written as lower indices) let 
A i 
D; Um,n — Um+h,n— Um,n and Z\x Um,n — m,n+k— Um,n 


be the differences of um,» with respect to the first and second variable 
respectively, if h and k are positive integers. If however —h and —k are 


negative integers, we write 
D5 tan, a— nn and AK Um,n—Um,n— Um, n—k (h<m;k<n). 


The higher differences are defined in the usual way. Thus, if t and r are 
positive integers and h>0, k>0: 


t ii 
t t-1 a 
Dita Die ig) o> ee (5) Um-+(t—t)h, ns 


z r c 
DS re, p= ent) = cir?) Um, n+(r—e) k 


and 


ve ip “tf ie 
t if + Pitre 
Dh Ak Um,n— ee ea ee. ( 2 ( ) Um+(t—t)h,n+(r—o)k+ + (3) 


"=0) @=0) O 


Also, if —h and —k are negative integers: 
t pi : ¢ 
Des Una, (WDIES: iin) =) (—1)" Um—ch,n»+ 


te r— r E 
Day see | da n= ya ae( lear 


o=0 Q 
and \ 
a t ig € r 
iD: eS: Um,n — a. irre( ) ( ) Um chino hae (4) 
70 0=0 t @) Piste 


Clearly the symbols D and A are commutative, 
Lemma 1. If m,n, h, k, t, r are positive integers, then 


EN te Aye) 0,0 g ct 
Di Ak sniin=h'K" sink SY (h-w +1 ) z POL AL se 
o=1 r 


k 
+ 2 (kx +1) Di Ae shinee +h Ze x1) BR AG O09 
A =0 
r—2 
(where 5’ means 0, if a 
e=0 


Zid, 
Proof. If m,n, w, x are positive integers, we have 


7 
(0, 0) (0, 0) (0,—1) 
Sm+o, n+z— See n a Sm+o, n+A + 
=I 


Summing over x from 1 to k, we get 


(0, 1) 
Ak Smit: oh =k Se on a y kat) ce WE Sb 8 (5) 


hi 


Now summing over w from 1 to h, we get 


& 
Dy A\k sim, . == je Dy, ae 7a) Stk c—x+1) Dy, oe x. oa Sata OC (6) 


iN 


We have also 


(0, 0) (0,0) ea: ("1,0 
=o m,n sine S es 
=I 
Summing over w from | to h, we get 
(0, 0) y 1,0 
Dy Sao , = is Sm,n aR 2 : (h-——ow-+1) Sin ts ee ea ae (7) 
o=1 
If we substitute this result in (6), we get 
a 0 1, 0) 4 
Dn Ak se =n Sin, ee oars ; (h oes h\hae a, ae \ Y (kx 1) Dr Stn 


oh 


and thus the lemma is proved in the special case t—=r=— 1. 
We now apply induction with respect to ¢, in order to prove the lemma 
in the case r—1. Suppose that for some integer t= 1 the formula 


ae =) 


t-1 OV oe \ 
Di KG: si eS = ae : at | sop ; (Ah (0) =e Te > ee! * 1Dy, See Se |] 
‘ (3) 
ee 1) Di at. | 


is already proved. We then replace m by m+ / and sum over / from 1 
to h. We then get: 


t+1 t+1, 1) t (1, 0) 
Dri ES, ae == eK Dh Sm,n =F | 


(yo — 


4 ,t-7-1 Gill (65,10) é 7 Die 1) (9) 
-- k > (h—w +. 1) » h Dj, Sm+o,n + 2 (k x+1) Sm,nt+z + 
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Hence, substituting (7) in (9): 


Dias es. (G-Fte L) SS ks oe 0) es cas S (h eee ab 1) Ee cae, F 


Sim, Nl 
ae 


fi 
i che t+1 (f+1,-1) __ 
= hee y (h—w ae 1) DD, h *D; hae o, a Seah Dj; Sm,ntz = 
Bet = = 
ETL Se 0) a oe oe Ty: (t—1,0) 
==) Sm,n we k (h— aia ) = h sa on 
DEA = 


gittl =1)) 


k 
= Dk 4 1) Di’ s m,ntn * 
t= 


Thus the induction from t¢ to t + 1 is achieved and therefore (8) is proved 
for all integral values = 1 of t. This is the special case r= 1 of the state- 


ment of the lemma. We now apply induction with respect to r, in order to 
prove the lemma for all integral r=1. We then replace n by n + 1 and 
sum over 7 from 1 to k. Then it follows, that 

\ 


De se i Az s' 


h t—1 
+h 2 (h-w +1) 2 ah ah), Nissan mi 


(t—1, r) 
1 — 
le : t r (t,r—1) t is eed r—o-1 Keo (0, e) 
= 2 (k—x--1) Dh Ax Smyntx + ged) (k—x-+1) ae k Bee 
el e=0 


=) 


We now substitute (5) (with w =0) in (10) and then get: 


aa Se i) 1. (0;0 
Di Ph ke, 


k 
aE ie Bh o+1)_ x he" Di Ak Smacn +X (k—#-+1) Dh Ak hae + 
he il 


Mal 


r—e ING (0,e—1) 
k Sm,ntz- 


+h! S (kw $1), 1) 


4 


Th 


Thus the induction from r to r + 1 is achieved and lemma 1 is completely 


proved. 
Lemma 2. If m,n, h, k, t, ¢ are positive integers and m>th, n>rk, 


then 


h-1 t—1 
t r (C12) en ete Ta OG) f=t=1 = 
Da [Xo Sm,n — h k Sm,n —k ! (h—w—1) a DS; a TS heo 1) + 


o=0 
keel k=1 
Se (ka | eg oer = ro (0,e-1 
2! )D -n D-K m,n—*% ah alk x1) Bk UNE Sys 


ZA 


r—2 
(where » means 0, if r—1), 
A= 0; 


Proof. Starting from the formulae 


k= a 
(0, 1) (0, 0) (0,—1) 
ES k Sm—« On k Sm- On, > (k—x—1) Swine 0, N—Z 
0 


and 


h-1 
(1,0) (0, 0) —1,0 
DEy Sm,n—_ = jis Sia Se Ds (h—w—1) ae ae 
o=0 


instead of (5) and (7), the proof is very much like the proof of lemma 
1 and it may therefore be left to the reader. 
Lemma 3. Suppose, that the inequalities 


aan a K 
smn << Wine Sd ee) 


are valid for all positive integers m and n. Here K is a positive constant, 
independant of m and n.Then if h21, k21, r20, t 20 are integers, 
we have 


t [er Palate 
De eae ge | Danie eee . (12) 


If, in addition m>th and n>rk, then 


ht kr 
Eiht 


ht kr 
—rk 


De Ne k sat ime DS 1K k ee a ve = Ne aes (13) 


m,n 


Proof. If t=-r—0O the first inequality (12) is true, since it then is 
identical with the first inequality (11). Suppose it to be true for r==0 and 
some integer t 20. Then 


a 
Die a Cpe | 


If we replace m by m + w and sum over w from 1 to h, we get 


fied (t,-1) ht es 
Dee Spe = > Ds Sm+o,n Ke aC 
O=1 aa n n 
Therefore, by induction, the inequality (14) is true for any integer t2 0. 
Again, suppose, that the first inequality (12) is true for all integers t 20 
and some integer r>0. Then, replacing n by n + x and summing over x 


from 1 to k, we get 


k s k ht kr ht rt} 
Dy te SLD N\t Smack > ZK 


Rail v=1 nx ML 
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Thus the first inequality (12) is proved by induction. The second inequality 
(12) and the inequalities (13) can be proved in the same way. 

Theorem 1. Let the double series (1) be summable (C;t,r) to the 
sum s, where ¢ and r are positive integers. Then if 


(0,— K ei) 2K 
Sm,n << » Sm,n KOS 
n m 
for all positive integers m, n, where K is a positive constant, independant 
of m and n, then the double series is convergent with the sum s. 
Proof. Let first s=0. Then it follows from 


(t, r) 
Fe - Sm,n - 
m,n—> © cf a n+r—l 
it r 
that also 
(t, r) 
ae 


lim .= 
m,n—> oo min 


Therefore, « being a positive number, we have 
lseticemin’? (mSN@Q.neaNOle 2 as 


Now let A and k be positive integers, such that 
m n 
bee 5 i yee ee ee se AVS 


From (3), (15) and (16) it follows that 


t iP t 
Diss OO, sil ) (5) tm ben nbeny 


™=0 o=0 v 


atthe tn oe y y Pte Ate \ (17) 
™=0 0=0 TF O \ 
N) 


In the same way (4) and (15) give 


le r —= i t 
Das Eon hz mente Se oy (5) (5 )=2termtare a (iS) 


7™=0 e=0 


Using the inequality (17) and lemma 3 it now follows from lemma 1, that 
for m=N,n=N: 


2 ee 


t yr (0,0) , A 
hk Sim = 27 tom ne A 
= m 


i 


1 


k ff p= k esl * 
— 9s OK Sas eee 
n : n 


7=1 ea] o=0 
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Hence 
fs t+1 Er Lay ee 
A’ k” sie9 > — 22442" mt nt e a Kee m= N.n=QN). (19) 
We now choose 
a 7 
pee are lar ; yallcedierae Seeey ae C49) 


Then, if m and n are sufficiently large (m =>N,, n=>N,) we have h=2, 
k =2 and 


1 1 1 1 


eimahajletm . nok Slen 


Also, if ¢ is sufficiently small, the conditions (16) are satisfied and it now 
follows from (19), that 


1 


J 1 
Se et — 2 KK Get — 2K ret (n= IN —=4N,). 
Therefore, since ¢ is arbitrary, if » is a given positive number, we have 
Stl 7 (n= No (yn) n= No(n))) ee (24) 


In the same way, using the inequality (18) and lemma 3, it follows 
from lemma 2, that for m=22N, n22N (then m—ht>4m=ZWN and 
n—kr>4tnZ2N) we have 


h—1 t—1 h= kr! 


Aik’ sw bay 2 gnenaceak 2. en rama ay 
i= Oe a0 m—o—th 
al ht kr} ke 
yk. kK ——— pos S Dy i AG ay 
5 vere : JS eammapr hy: lk ae = =p k's n—u—ok 
Hence 
a Ea etecie 

ht ae Se ome n ORG ee [LO Kr h : (m=2N, n=2N); 


With the same choice (20) of h and k, we find 


ee Dane: Pa ey (m=N;(n); n=N;(n)), . (22) 


since « is arbitrary. 
From (21) and (22) it now follows, that 


0,0 
lim Su ==); 
m,n—>o 


which proves theorem 1, if s—0. 
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Doe 


If s£0, we replace the term a, of the double series (1) by a;; —s. 
Then s‘4") must be replaced by 


oe ‘m-t—l n+r—1 
Sim, Mera t ) y ‘3 


(if f>0, r20). Therefore the modified sae is summable to sum 0. Since 
3-1) remains unaltered, if n> 1 and s(10 remains unaltered, if m> 1, 
SHE ican apply the result just proved to ge ie series. Therefore the 
modified double series converges to 0 and the original double series is 
convergent with sum s. 

Theorem 2. Let the double series (1) be summable (C;t,r) to the 
sum s, where t and r are positive integers. Then if 


i 
i ae a ee 


for all positive integers m, n, where K is a positive constant, independant 
of m and n, then the double series is convergent with the sum s. 

Proof. It is sufficient to prove, that (23) implies (11) with some K. 
Now we have 


lt 


m m m m ‘ 
ole 2 Ky 1 dx 
Sn,n = Pa Si Ds au,n OIE = Dee oe) oe == 
p=! p=! H=!1 nes Sa n i =i hon nar n? 
u—1 


= Co dx a: 
ste) zemsk| x?t+tn2  2n’ 
0 


and in the same way: 


This proves theorem 2. 


Finely it may be remarked, that theorem 1 and theorem 2 remain valid, 
if the conditions (11) and (23) are replaced by 


(0,—1) Ie 
Sm,n SS mae a ae! aS us 
n m 
and 
K 
ann > — —— 


OB) 


respectively. These theorems are also true for double series with complex 
coefficients, if the conditions (11) and (23) are replaced by 


(0, —1) K | (—1,0) I 
Sm,n | Bea; Sm,n | oo, 
n m 
and 
K 
aAm,n << Pena 
m* +n 


respectively. In order to prove this, it is sufficient, to apply the theorems 
already proved to the series of the real and imaginary parts. 


(hay 


Mathematics, — Développements en série de polynomes d HERMITE et 
de LAGUERRE a l'aide des transformations de GAUSS ef de HANKEL. 
I. Par Ervin FELDHEIM. (Communicated by Prof. J. G. VAN DER 


CORPUT. ) 
(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 
Introduction. 


Dans une Note précédente 1), nous avons considéré certains dévelop- 
pements de produits de polynomes de LAGUERRE et d’HERMITE en séries de 
ces mémes polynomes, et de représentations-intégrales fournies par les 
transformations de Gauss et de HANKEL. 

Dans le présent Mémoire, nous poursuivrons ce méme sujet, en éta~ 
blissant d'une part de nouveaux développements et de nouvelles formules 
pour l'intégrale de tels produits, et d’autre part, en donnant des générali- 
sations de résultats établis antérieurement. 

Nous commencons par les notions qui sont indispensables pour nos 
recherches, en réduisant au minimum les résultats préliminaires cités, et 
négligeant toute formule qui ne trouvera son application plus tard. Pour 
ne pas interrompre a chaque pas le cours de nos raisonnements par le 
rappel de formules établies préalablement, nous avons jugé plus utile et 
plus commode de rassembler, dans un paragraphe séparé, ces résultats. 
C'est ce que contient le § 1, 


Sia -Generalites. 


1°, Transformation de Gauss et polynomes d’ HERMITE. 
— La transformation de Gauss est définie par l’équation fonctionnelle 


| ea WaXe 
i fe * Fiy)dy=f(x)=G2 [FY] (Ra>o). (1) 


Cette transformation fait passer de la fonction-objet F(y) a la fonction- 


résultat f(x). Nous ne rappelons ici que deux propriétés essentielles de 
cette transformation 2): 


1) FELDHEIM, [8] ( 
a la fin du travail). 

2) Pour ce qui est de la théorie général 
TRICOMI [3]. 


Les nombres entre crochet renvoient a la Bibliographie placée 


e et la bibliographie relative a ce sujet, voir 


Z2D 


a. la permutabilité avec la dérivation: 


5 GEG) =G? ee 


b. Vhomogénéité: 


Gy’ [F (y)] = GY [F (Vay). 


L'opération fonctionnelle représentée par l’équation intégrale (1) sera 
désignée dans la suite par le symbole G(a, x): dire que nous appliquons 
a la fonction F(y) la transformation G(a, x), veut dire que nous cherchons 
la fonction-résultat correspondant a l’aide de (1). 

*L’emploi de la transformation de GAUSS est particuliérement indiqué 
dans les cas out les fonctions qu'on rencontre sont des fonctions d’ HERMITE 
ou sont exprimées par des séries de telles fonctions 3). Si nous considérons, 
en effet, la définition suivante 


3 wyatt |... Q) 


des polynomes d’HERMITE H,,(y), nous voyons la ressemblence de forme 
entre le ,noyau”’ de (1) (pour a—1) et la ,,fonction génératrice’’ des 
fonctions d’HERMITE donnée par (2). Ce fait explique le réle particulier 
que jouent les polynomes d’HERMITE dans la théorie de la transformation 
de Gauss. La relation principale de cette théorie est 4): 


+00 : nN 
ey eaten) (zs) 


io.) 
(Ra > 0, n entier positif ou nul, 4 paramétre arbitraire) que l'on démontre 


trés simplement en remplacant, dans (2), y par Yet appliquant la trans- 


ie: 
formation G(a, x). 
D’autre part, de (2), 


> ue a" Hy, ia — p2ty-V# — p2ty—t | ef(1-1) — 


n=0 n A 
n 
o fi! x (1—A?)’ R Bi ; tM a ee y) 
= ee ee os ey : 
pao fel Fu (y) ae ay! od 2 vy! (n—2y)! 


8) Voir p.e. TRICOMI [1]. 
4) Pour différentes démonstrations, applications et l’historique de cette relation, voir 


nos travaux cités dans la Bibliographie. 
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3 . . . . Lo iim) -< 
de sorte que nous avons ,,ja relation de multiplication 5) 


n 
LE H (y) 
y ie Ve eey2 n! fin-27 \Y (4) 
n as — & + ’ . 

A in (P)= 2 (ae y vl (n—2>)t 

a 

En choisissant convenablement les paramétres a et 1, nous déduisons de 
(3) et (4) toutes les relations importantes et nécessaires pour notre objet. 


Commencons par (4). En observant que (comme il résulte sans peine 


de (2))); 
lim i Hy() =2yy, 4S OR ee eee) 


A> 0 
(4) donne pour 1 w et 1-0 respectivement les deux développements 


,inverses’ bien connus 


Ha = 2 (1s (esi = ee. IEE 
(2y)"= arg nl Hal Ves ee eS 


Nous voyons que les coefficients des deux développements ne différent 
que du facteur (—1)’, Nous allons voir dans la suite que cette propriété 
est caractéristique aussi pour d’autres développements inverses. 

Les cas particuliers importants de (3) sont les formules inverses: 


+o 
lied. ech ees 
A, (x) = — ee Ute? (Qiu) ay (A— 0 fa) 2 (Ga) 
(x 
+00 
(2x)" = —— fer Hn(y)dy  (L=1,a=1) (36) 
7 


1 » — (y=Ix) : 2 
TE (och fe 2 Anly)dy (k= 1,a=2:i—=//—1). (30) 


On rencontre souvent, au lieu de (2), la définition suivante des poly~ 
nomes d’HERMITE 8): 


2 ty) =e ee ee eG) 


°) ERDELYI [1], FELDHEIM [5]. 
6) Nous désignerons ces polynomes, pour les distinguer de ceux introduits tout a 
l'heure, par H1,,(y). 


Zeal 


En comparant les deux définitions (2) et (6), nous trouvons immédiate- 
ment que 


nl 
Ha(y=2 ? Hy (2). 
D'autre part, en posant 4—=|/ 2 dans (4), nous aurons le développement 


de 71, (y) en serie des ,,(7): 


=i 2] faye n! Hn—-2»(y) 


tal (y) an a ai (n—2>)! eo é ‘ ; . (7) 


Cette formule peut étre considérée comme une sorte d’inversion de (4b). 
En effet, si nous appliquons a cette derniére relation la transformation 
G(2, ix), nous retrouvons, en vertu de (3c), la formule (7). 


Les polynomes H,(y) sont exprimés a leurs tours a l'aide des fHn(y) 
au moyen de 


= 2 ("Wi -... 8 


Nous verrons plus tard d'autres relations entre ces deux sortes de poly- 
nomes d’HERMITE. 


2 lranstormation de “HANKEL et polynomes de 
LAGUERRE. — On appelle ,,transformée de HANKEL” d’ordre » de la fonction 
F(y) la fonction f(x) définie par l’équation fonctionnelle 


fxy={heVx Fudy 2. . 0) 


Dans certaines conditions 7), on a la formule d'inversion 


F=f heVaFuldy .. .. . . (10 


Les polynomes de LAGUERRE L'*) (y), tout comme les polynomes d’ HERMITE 
pour la transformation de Gauss, jouent ici un réle particulier. Cela se 
voit immédiatement, si l’on définit ces polynomes 4 l'aide de la relation 
connue 8): 

o pt p (y) 


Bee et (Ree 1) a) 


7) TRICOMI [2], ou HOWELL [5]. 
8) TRICOMI, ERDELY!, FELDHEIM [6]. 
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et l'on en déduit l’équaticn intégrale, analogue a (3), 9) 


2 : igs 1 nN a . 
le (2VV xy)eY y? re(#)dy=(1 =5 ema 19( 5% )uRe>—)02) 
0 


De la méme facon, en remplacant dans (11), ¢ par At et y par a on aura 


8 ree? (4 =e 72a) 21 
n=0 ee 


aif L(g) e nC Aes 
=e = 
Li, (y) 
a 2! see v1 T'(n—vy+tat+l)’ 
de sorte que 
n n+a 
ras () — ai ( \ it) iy eee) 
A v—=0 Ii? 
analogue a la relation (4) 19). On en déduit, en remarquant que 
r are 2 \es 7 Ue 
i es (Sei 1) a ee (14) 


les développements inverses 


BGS ew ay (A). (13a) 


er (A—>0) . . (135) 


Les formes particuliéres de (12) correspondantes sont 


[ReeVeper P19 ly) dy = hex a"? (Ra>—1,4=1) . (12a) 
0 


n 


1 ‘ =F nee z 
| Jai? xy) e 0 yo dy =e mixl (ao ese Ono) 
0 


®) HOWELL [5], ERDELYI eal. 
10) ERDELYI [1], [4], FELDHEIM ST. 
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a a n 


Nous voyons donc que les fonctions evy? Ge) Clea 7 soit 


inverses a l’égard de la transformation de HANKEL. 
Mentionnons encore l’équation intégrale de WILSON 


| Ju (2 xy) e- y? L® (2y) dy =(—1)" e—* x? LE (2x)... (120) 
: 0 


gui correspond, dans (12), a la valeur 4 —14. 


Dp) 
= 


I] faut encore rappeler la liaison entre les polynomes de LAGUERRE et 
d’ HERMITE, &a savoir 


Fan (y) = (—1)" 27" nI Ln” (y?) / 


; (15) 
Hansa (y) = (1) 2741 nly LP (y?) J 
Il est diailleurs connu que les polynomes de LAGUERRE (et ainsi les 


polynomes d’HERMITE aussi) sont des cas spéciaux des fonctions de 
WHITTAKER !1), 


3° Rappel- de quelques résultats antérieurs, — 
L’étude des fonctions de WHITTAKER, et en particulier, celle des polynomes 
de LAGUERRE, a joui dans ces derniers temps d’un grand développement. 
Il est impossible d’indiquer ici tous les travaux se rattachant a ce genre de 
problémes, et nous devons nous contenter de mentionner quelques Mémoires 
récents de MM. BaILey, ERDELYI, HOWELL, MEIER, TRICOMI, WATSON, 
et nous-mémes. 

Commencons par les résultats concernant les développements en séries 
des polynomes en question. Pour le produit de deux polynomes d’HERMITE 
de degrés différents, on a le développement 12): 


Hy) Haly) ee Sr ( m ) ( n ) FMR ye 20 6) 


v=0 y \ 


pour le produit de polynomes de LAGUERRE, nous possédons le résultat 
moins simple, mais plus général 13): 


m,+ Myg+...+ Mp 


(ki y) Lia(koy)..-Lm?(kay)= = Bw Ley). « (17) 


0 


” 


11) Voir p.e. WHITTAKER-WATSON: A course of Modern Analysis. Cambridge 
(1927), les Notes de M. ERDELYI, et nombreuses Notes de M. C. S. MEIJER, parues 
dans les Proceedings of the Konink, Akad. van Wetenschappen te Amsterdam. 

12) FELDHEIM [2], WATSON [3]. La relation (16) a été déja démontrée, sous une 
autre forme, par DHAR, Bull. Calcutta Math. Soc. 26, 57—64 (1934). 

13) ERDELYI [3]. 
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avec 

(a+ 1)m, nt Dm / 
tit ae emer eAeues) 
Fa(at+1;—m,,...,—ma—vi a +1,..,4n +1, a+ 1sky, ko ee kee Ne) 


on (p)g= : ane et F, désigne ici une fonction hypergéométrique de 
p 
LAURICELLA a n+ 1 variables. 
Nous pouvons mentionner ici un autre résultat récent, exprimé par les 


formules 14): 


1 (4) Cy) a BY Et yg) = 
my) Ln (y)= 2X c(m,n; a, p) Ly" (y) ] 


i =(9) 


m+n o 
(lee DS Gimp eo m | n, G | Mm n) Z \ 
v= y) 


Si l'on fait ici m =n, on trouve la propriété intéressante que les coefficients 
des deux développements sont égaux: 


1 q\ 8 (gy SF ce Et) ae os ce 
m (y) m (y) a= a. Cy Ly (y) = =. Cy he (18a) 


En appliquant a (16) la transformation G(1l, ix), on obtient l’équation 
intégrale suivante 15); 


+ 0 
| i med = 
vA e--ix? Hin (y) Hn(y) dy = 2™n! (ix)™—" LY" (2 x?) (m=n). (19) 
Ty 
Si mn, on aura pour la transformée de FourIER de e~ Hg) (carre 
de la ,,fonction d’HERMITE”’), l’expression digne d'intérét: 


+o 
1 ‘ : 
val eed VA (yicos 2 xy da == 2 aa) or enn (1a) 


eo 


Une généralisation de (19) est l'équation intégrale 16) 


+a 
] a) 
Pe | e-Y Am(y+ x) An (y—z) dy =2™n! xm" LY" (2 2) (m=n). (20) 
=o 
14) FELDHEIM [8]; le cas particulier a= f de (18a) se trouve implicitement dans 


HOWELL [2]. 
18) HOWELL [2], FELDHEIM [8]. 
16) FELDHEIM [8]. 


Zor 


Liinversion de (19) donne lieu a une représentation-intégrale du produit 
de deux polynomes d’ HERMITE 


+ co 
l ; ae ie 
— vent | Sees ee (ia) k re ” (2 y?) dy (m=n). (21) 


— 0 


Epa (oe) Fos) 


Appliquons maintenant a (18) la transformation de HANKEL a noyau 
a+ 
eYy ? Jus 3(2 xy) nous retrouvons alors, a l'aide de (12a) et (126), 
!’équation intégrale 17) 


as ei 
ee Vx estag @ Lag) Laty\dy == |] 
: » (22) 


a+ 8 


(A eee Le Pay Le (x) (Ra@+ B) > =1). 


Nous devons nous arréter ici dans l’énumération des résultats établis 
jusgu’a présent dans cet ordre de problémes, Aussi nous avons dai nous 
borner aux résultats seuls qui nous serviront dans ce qui va suivre. Une 
telle formule est encore la suivante 


| Ju (2 VV cege? y? L(y) dy = (—1)" e-* x? LE) (x) (Ra>—1) (22a) 
0 
qui se déduit facilement de (22). 


§ 2. Développements en série de polynomes d’HERMITE. 


(eH ormules sherrecurrence pour les polynomes 
d’ HERMITE. — II est bien connu (et l’on déduit aussi de (2)) que trois 
polynomes H consécutifs sont liés par la relation de récurrence 


Aim+i(y) = 2y Am (y)—2m Anata 115 (yg) 1.0, (y= 24) (23) 


Une généralisation de cette relation est fournie par (16) qui se réduit 
a (23) si l'on y fait n—1. Une autre généralisation de (23) sera donnée 
par l'inversion de (16), c'est-a-dire par le développement 


min(m,n 


) 
Amin(yy= * Aye neu) Lees (G), Cece a eke!) 


y=0 


et notre premier probléme consiste dans la détermination des coefficients 
Alm), Pour ce but, appliquons aux deux membres de (24) la transfor- 


17) ERDELYI [2]; le cas particulier m—n, «= f, dans WATSON [2]. 
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mation G(1, ix). Nous auroas, en vertu de (3b) et (19), le développement 
(nm =n) 
(Qixymtn = Alm” 2m (n—v) I (ixy@—" LI,” (2x2), . (24a) 


v=0 


ou, aprés quelques modifications, 


a Ls is (m,n) (n—»)! a -n) 3 ae 24b) 
eg so eS apis ee ae ( 


= ; m Att 
Mais le premier membre est égal, d’aprés (13b), a = 2c (ise (x), 


de sorte que Alm”) — y2y (" ) é& ): et ainsi 


min(m,n) 


Hmin(y)= 3. (RH yar (™ ie ) Am nv (y) Hn» (y) - (24) 


v=0 


Nous retrouvons une propriété déja rencontrée: les coefficients des deux 
développements inverses (16) et (24’) ne différent que du facteur (—1)”. 
Le cas particulier m—n conduit a la relation intéressante: 


Haale) = 3 (2 ny (") BG)...» 89 


v=0 


Nous reviendrons plus tard sur ces formules. 


2 BPonetions Genermatrices polrmprodan tsmcenniol vy. 
nomes d’ HERMITE. 

a. Reprenons la définition 18) des polynomes de LAGUERRE, et appli- 
quons-la pour m=n—k (k==entier non négatif, n=k,k+1,...), 
a==2k, et y==2x2, Multiplions les deux membres par (—1)* tk, et 
appliquons a la relation ainsi obtenue 


OO iB, 8 
1 ee 


2 tk (i x)ek EE") (2 x2) — (peri ce It (ixpPk, fhe 


la transformation G(1,—iz). En tenant compte de (21), on aura ainsi 
a pn—k An+%(z) jab Ae ) 1 ae =| x Fe (l—tiz 
a 2"-k (n—k)! = —p)2kt1 © Ve Je . al a i feats 


t . oe 
(1-8-4 exp E 2] = 2 e™Ln(y) |t\|<1 
a m=0 


7B Yo 


Un changement de variable d'intégration, et application de la formule 
(3a) donnent finalement 


Ce Aa pa Cam & bau (z) ] ai /l = 
> By ee Se AE Z | 
eat Qn—k (n —k) ! = (1 as p2)K+4 e€ Ax € 1 ae ") C) = l (25) 
Pour k —0, on trouve 
oo t” H; z ] nie 
Pe es 


gui est le cas particulier relatif 4 x y—z de la formule bien connue 
de MEHLER 182) 


a ag Els (x) An(y) 1 : Caer es 


aS n / = Pee 6 (e. ; | r <a Il, 
n=0 2" n: LY (ae , | 
Remarquons encore que (25) peut s’écrire aussi sous la forme 


eae Fe (Z) An+2x (z) l — ‘ t 


/i—t\ | 
Eo rar Samet Hel 2) oo De er eae) 


4 


et nous voyons que (25a) peut se déduire de la formule de MEHLER par 
dérivations successives par rapport a y, en posant ensuite x — y —z. 

b. Considérons l'autre fonction génératrice (11) des polynomes de 
LAGUERRE, et posons encore m==n—k, a—=2k, x—2y? (k entier non 
négatif). Si nous remplacons encore t par 222, et appliquons la transfor- 


mation G(1,—ix), nous trouvons, en vertu de (21), la formule 
2" Hse 2e) Hint (x) ae 
. fale nt+k\x n—k a __1)\k 5222 - —(y+ix)? (4 i 6 
eemeniason 0 walk RI Be 


— 


Jox (4yz) étant la fonction de BEssEL d’ordre 2k, ot k est un entier non 
négatif. 
En substituant au second membre de (26) l’expression explicite 


zim+2k (2 Lijeds: o SALON TT) ee 


o mi(m+2kl ex (r—k) (eth! 


(— 1)* Jor (49z)= 


3 
ji Ms 


la transformation (3a) donne lieu a la relation 


Cn kal» be (2) Aln+k (x) wie t™ A m(X) 
aT = 7; —, IME 
me (n(n RL ae (mk) mF)! 2) 
et, en particulier, pour k —0, 
oe fe H; (xx) ee me 2m (x) / 
—_ = ee eee 
=, (hiion sae =n meni Lo 


18a) Pour la démonstration de cette formule par la méthode du présent article, et pour 
I'historique, voir FELDHEIM [6], [7]. 
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Ces deux relations, en identifiant aux deux membres les puissances respec- 
tives du paramétre ¢, redonnent les développements inverses (16) et (24), 
et leurs cas particuliers relatifs 4 m—=n. 

c. Terminons ici par la relation, résultant de la formule de HILLE- 


Harpy 19), 


n=0 22 (fil) 
Lome FF oer Noo 
oe % | fe aie pee Ney ed (28) 
He (=e ‘ 


qui peut encore se mettre sous la forme suivante: 
@ t An(x) Hay) 1 ae 8" Ham (x) Hamly 
a (n!) 1+-4¢ mae, ANAL)? 


« 


En tenant compte de i®), nous déduisons de (29) la relation, non sans 
intéret, qui suit 


) ela. (29) 


fo} 


Hi (x) Hay) =(—1)"* (nl? = soos Ho (x) Hox (y) LOE, (2 x?-+2y?) . (30) 
k=o0 (k!) 


1 2 Dm (ZEN Hala) an 
(ml)? leo (x) see ( i ) ia less (2 xe). P = x (30a) 
Gi, joe 0) S= oe, 
noe Pee Vek SNe jz (2k) 
(e+ 1) (n ve n (x) es (k )? lek (x) | Bae (4 x) + . (306) 
Jt) Relations entre Hay yeti amet a ann peut 
19) Cette formule, comme il est bien connue, est la suivante: 


a 


nl ft L® L® t [aol _ t(x+y) a 
g ltt Lea) Ley) _ (tacy) 7 — tee a a t]<1 


latE (1-2 tel eee 


Pour différentes démonstrations, et la bibliographie relative, voir p.e. WATSON [1], et 
FELDHEIM [6]. 
Pour la légitimité des intégrations terme a terme des séries infinies, effectuées dans ce 


re voir p.e. BROMWICH, An Introduction to the Theory of infinite Series (2. edit., 
£0). 
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déduire de la définition (voir 18)) des polynomes de LAGUERRE l’expression 
de L(x) a l'aide de ces mémes polynomes, mais avec le paramétre f 20): 


a OTE (a =p see te) 3 | 
(«) = (8) 
ihe (x) — eo 5; eae (a —B) cS -y (xc) One F ‘ : 5 (31) 
Si nous y posons x = y2, a——4, B—O, et si nous tenons compte de 
(15), nous aurons le développement suivant: 
BE i ae an 67> 
( 1) Q2n yn! Ln (y = - 929-1 y ( veal ) Ln» (y oe (32) 


Appliquons maintenant a cette relation la transformation G(2, —ix). Les 
formules (3c) et (21) donneront alors le développement 


noy! n+ 1 2p , y e 
ZEEE) (oat 


ou encore 
Z yl ip 
=. w+ Pl \Nay Ege v = Hav (2) sa Fla ny2(x ) e (33a) 
Pour raison de briéveté, nous écrivons ces développements sous la forme 
aS A 2 iielc)es 2-4 Sy 3) 
pes () 
1 
=I)" Bo aec\ = > AY? 2 yl Le), 1.2 . . (63% 
v=0 
ou l’expression de AM se déduit facilement de (33a). 
Or, si l’on fait dans (31), x —y?2, a0, B = —4, on obtient l’inversion 
de (32), 


(—1)? 227 n! La (y2) = Bt (x): rv ) &4 Tena» (y), (34) 


et en : appliquant la transformation G(2,—ix), il résulte, par suite de 
(3c) et (21), le développement 


n 2 x ——= ait : — y 2y 
2" (s)=? Heel = 3 tae w(x). (35) 


Les formules (34) et (35) sont encore ,,inverses’ en ce sens que les 
coefficients des deux séries figurant aux seconds membres ne différent 
que de (—1)”. 

Continuons, en cherchant le développement, analogue a (32), 


OE tn (Ge an el Lay): se 2 . (B6) 


0) 


20) HOWELL [1]. 
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Pour déterminer les a”, écrivons (36) sous la forme suivante, en tenant 


compte de (7) et (33), 
a) ya pee eee , (2n)! Hor (y) 
= ae : ue (y") a 2" ea ( " (n—r) ! (2 r) ! 


If if 
(Qn)! Ss A 2 of (y= 


0 (n—r)! (2 r)! v=0 


ss Qn 
Se i en oS : 
— Ds JAM 2 DEI BE 
Teeny el eurr=araety 
et nous avons ainsi 
Ce ei Con ee 6 
a eaten OR n) (36a) 


ay — ; 
IR A 


avec les valeurs ci-dessus des A‘), 

Cette formule (36) a encore une interprétation intéressante. Appliquons, 
en effet, a ses deux membres, la transformation G(2,ix). En tenant 
compte de (3b) et (21), on obtient ainsi le développement suivant: 


n 

(2x)? == (1)? Seay He acy (37) 

¥=0 

avec la valeur (36a) des coefficients al”, 

Insérons ici encore la relation 
1 va 
2n — ea Nh n a\V 
2x" = 3 (n—)} ae ( ue ) (2x)"H, (x). . (38) 
dont la vérification directe n’offre aucune difficulté. 
Une série de la méme nature est la suivante: 

ra ee ee OD) 


lsh py  Oredak (al 


v=0 


> ee : 
Pour calculer les B), considérons d'abord le développement inverse 


(2y)" Hay) = SC" Ansar (y). (40) 


On peut écrire, au moyen de (4a) et (4b) que 


po ni nC eee: 
"(mF n=2y a) Te 


0, on retrouve (4b). Si m=n 


0) 


— 


Pour n = 


237, 


de sorte que 


y Bue.) p=) hs ete c'est-a-dire BY” — =n » (29) 
rae siren 


n 


d’ou la détermination des E” suit immédiatement. 
Nous verrons plus tard d’autres développements de cette sorte. 


49, Développements des polynomes d’HERMITE en 
série de polynomes de LAGUERRE et inversement, — Nous 
avons vu, dans le n®, 3, des développements de H,,(y) en séries de L,(y2), 
d'une part, les relations (15) et (31) permettent d’autre part de développer 
Al, (y) en séries de L'*(y?), quel que soit le paramétre a. Dans les lignes 
qui suivent, nous chercherons l’expression 


Hn(y)= > AY? LY (ay) (A étant un facteur arbitraire) . (41) 
vy=0 


qui admet des applications. Si nous employons les formules (4a) et (135), 
nous trouvons 


Le développement inverse, c’est-a-dire 


Le (y) = Ss i A, (wy) (uw étant arbitraire) . . . (42) 


v=0 


est aussi facile a déterminer. D’aprés les relations (13a) et (4b), on a 


n+ta 2 or Hn (wy) 
Cac 


De ee) uy eit Goat 


Si 0) 


de sorte que 


(27)! ee \ mee ey, ae a 


fee eB) 1 ( n+a ) 


(2v+ I)l ly. = — =, (2 u)5*1 (s—v)! 


Proc. Kon. Ned. Akad, v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1940. 16 


Si l’on fait, dans (31), x —y?, a=+4, B—O, en tenant compte de (15), 


on obtient 


BOP Ve poe 5 : 
(0° a= 2) 2 a ( ; ) ee Eb: ca Mes) 
D'autre part, des mémes relations, il résulte le développement inverse 


(—1)" 221 y ly Ln (y’) === 


a y—Z 
— tq Alon +1 (y) =e De (—1)'!(»—1)! ( 5 6 ) Tope (y). 


i | Vv Vi 


Mentionnons encore la relation suivante, déduite de (32’) au moyen de la 
transformation G(2, —ix): 


1 yaad (y +ix) H ( ) n yp ! n 2yv 2 
en fee ast) iy iin $ cdl ) (2) ee, 6) 
Qn Yy ele 


— oo 


que l'on pourra encore mettre, a l'aide de (15), sous la forme 


1 ni SURES 2 n y n On 2 j 
a! (a 2 doa (ye) dy — 2. Q2v +1 y ( my PG (>) ; ie 


—0o 
I] est, d’autre part, trés facile 4 démontrer que 


Alans) (y) — 2y 2 


k=0 


(ayn KE (Alaa) (44) 


de sorte que nous avons, d’aprés (3c), une autre expression de la somme 
figurant au second membre de (43): 


eee n / 
| e 2 ee dy =2(—1)" 4e(n—nyt( 7) Ala x (x) 
IU k=0 


— oc 


Diailleurs, les relations (24) et (44) donnent lieu a l'autre développement 


Han sa(y) = 2y & 6! Hy). 
Par application de certaines transformations de GAUSS, nous pouvons 
encore trouver des relations entre L,(y2) et H,(y) dignes d’intérét, Nous 
laisserons au lecteur le soin d’établir de telles formules. 
Pour ce qui est d’applications d’autre nature des développements (41) 
et (42), nous n’en indiquons que les suivantes. Posons, dans (41), y= x2, 


a—=—¥4, 4=1, qui prend ainsi la forme 


Ha (et) = 5 AY) EM aS yp Ar ay (45) 


yv=0 v=0 2?’ y! 
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t (42) donne son inversion 


Ton) ==( eel oS 1 oe), & (457) 
De=(0) 
et encore 
Hons s(x) = (—1)?. 28+ nt St? oH, (02)... . (45 
v=) 


Entre les coefficients des deux développements, il y a la relation suivante 21) 
Bee (ys) Be = 0, 


D’ailleurs, les coefficients de (45) et (45’) se déduisent immédiatement 
de (41a) et (42a). 

Les relations précédentes permettent aussi de développer H? (x) en série 
de H,(x?), et inversement, H, (x2) en série de H? (x). Nous n’insistons 
pas ici sur la détermination des coefficients de ces deux séries. 


21) Plus généralement, entre les coefficients de (42), on a la relation de récurrence 


Wes 1) _ 2(v+ 1) ee 


Lor 


Mathematics. — Développements en série de polynomes d’HERMITE et 
de LAGUERRE a l'aide des transformations de GAUSS et de HANKEL. 
Il. Par Ervin FELDHEIM. (Communicated by Prof. J. G. VAN DER 
CORPUT.) 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


§ 3. Généralisation d'une formule concernant le produit de 
deux polynomes d' HERMITE. 


19, La formule générale. — Nous avons établi22) précé- 
demment une formule résultant de l’application de la transformation 
G(a,x) aux deux membres du développement (16). 

Nous établirons dans ce n9. une généralisation de cette relation. Appli- 
quons la formule (2) (,,fonction génératrice’’ des polynomes d’ a) 


A lu 


aie 


pour les variables , multiplions leur produit par e 


(Ra > 0), et intégrons de —o a + o, par rapport a x. (La convergence 
uniforme de la série double permet l'intégration terme a terme.) On trouve 


+00 
e wo fm Tn 7 fee Os 
> ea © Hy (242) He (£42) ae 
+0 


Be ep h 


Bi gl 
meer ptr rer(1—z) (1-3) eay 
==4 eG Oe Dy SS i 
p=0ig=0\ r=0 (A MT plqir! 


x He Ts) a (Te). 


En identifiant les puissances correspondantes de t et JT’ aux deux membres, 


cest-a-dire, prenant p=m—r, g=n—r (r=<0O, 1,2, .--, Min (m,n), ot 


22) FELDHEIM [1], [8]. 
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min (m,n) désigne le plus petit des deux nombres m et n), nous obtenons 
la transformation-intégrale désirée: 


+ 0 


1 — eo (ae) 
\ : lat? ad Ap, ae x — 
el Z ( i Fae as 


12.5) 


m nN 


= (: ns = 2 (1 ee ‘i min(m, 7) SS i (46) 
2 yee A (a aa 
rtf ae) ( fe ) 12 pied ae ee ie ~\ (Ra>0) | 
( ip r (az) ae) Uae 


Dans cette formule y et z sont deux variables auxiliaires, pouvant prendre 
toute valeur dans l'intervalle (—w, -+ «), 4 et w deux paramétres arbi- 
traires et a une quantité soumise a la condition Ra > 0. 

Observons que dans l’application de cette relation il faut faire attention 
au signe des racines carrées figurant dans la somme du second membre. 

Cette formule contient, comme cas particuliers, un grand nombre des 
relations démontrées ou énumérées dans les deux premiers paragraphes. 
Nous en déduirons, dans le n°, suivant, d'autres formules intéressantes. 


20. Cas particuliers de (46). —a. Le développement 
(244)2.Generalisatiron., 

Multiplions les deux membres de (46) par A” wu", soit a= 1, et faisons 
tendre 2 et w vers zéro. Pour ne pas introduire une erreur dans le signe 
de la racine carrée figurant dans le coefficient du développement (46), 


2aa" 
faisons d’abord 2— yu, de sorte que nous aurons l’expression a}: En 
mac 


remplacant ensuite y et z respectivement par iy et iz, nous obtenons la 
généralisation suivante de la formule (24): 


+o 
| e-x Qmtn (y oi gar (z+ (Bo a axe | 
Va) nae) 
es 2 yr r! (") ( ) Am-r (y) An-r (2) \ 
r=0 z ole 


Si l'on fait ici z = y, le second membre se réduit a celui de (24), le premier, 
par contre, se met, en vertu de (3a), sous la forme 


(G(GR eID) 


Dae 


Passons maintenant a d'autres cas particuliers de (46). Si l’on fait dans 
(47), z—=—-y et m =n, on trouve 
ue n NH 
2” (eM (tty de= z 2" nat ( 2 H?(y), . (47a) 
lau ip=0) : ( 
qui peut se confronter a (16): les coefficients des deux développements 


des seconds membres sont égaux (pour m—n). 
Ensuite, en faisant tendre, dans (46), 4 vers 0, et posanta—1, u=1, 


29 ail vient 


(48) 
min(m, n) 
—jmtn > (—2)' r! (") ( a ) (20) =e n—r (y), 

r=0 i r 


qui peut se confronter aux développements (39) et (40). 
D’ailleurs, pour A=: r=1, a1, (46) se réduit, comme il est trés 
facile de s’en rendre compte, a la formule (20), et a plus forte raison, a 


(19). (46) peut encore étre considérée comme la généralisation de la for- 
mule fondamentale (3). 

Nous allons généraliser ici la relation inverse (21), ce qui fournira 
aussi une démonstration directe pour cette formule. Cherchons, en effet, 
la transformation G(a, ix) du produit y?L (1y?), p, q, et A étant assujettis 
seuls a des restrictions nécessaires pour que l'intégrale existe, et Ra > 0. 
En tenant compte de (13a), on aura 


yP LP (ty = ¥ (-1) (ae) mag ee, 


228+ P s! 


de sorte que, d’aprés (3a), 


+ 00 
1 (y=tx)? ( n Gan Js la 2s+p 
a A , pL, 2 as ae a fe, 3 
Vana)” ey) y"dy fed ase) =( 2 ) Heo( 22), 
ou encore 
+o 
{ ~(y=ix} (9: A AN aaeq\ 
oe (= Ix" (9 7 \B 2 — Mee as+p (x) 
Eee e (2iy)? Li (Ay?) dy Se) (ee ware toe ee) 


ioe) 


Si p=q=m—n, 1=2, le second membre de (49) se transforme facile- 
ment de facon a redonner, en vertu de (16), la relation (21) 28), 


°8) Un résultat encore plus général serait le calcul de l'intégrale 
+00 


i —2 ly) aly 
vase * m(G)e (0) te 
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On démontre aussi la relation suivante, s’attachant aux formules inverses 
(19) et (21), 


1 c UES 
pelk Ae sia Celie | 
: ae (50) 
2 in! es ‘ m—n 
eee ae ‘ora 


avec m2n, O<a<l, x étant une quantité quelconque de l'intervalle 
(—o, +o). On en tire encore, par exemple, la formule intéressante 


+ ae) 
| e-(y—x)? ie (y) 7 (y) dy — 2My | en (yt ix)? (iy)™—* ee) (y?) dy ; (50’) 


quel que soit x. 

b. Autres représentations-~intégrales déduites de 
(46). — En examinant de plus prés la formule (46), nous constatons que 
le second membre peut encore étre mis sous forme plus simple, notamment 
a étre identique a celui du développement (24), pour d'autres valeurs 
particuliéres des paramétres a, A, , que celles que nous en avons attribuées 
dans a. Soit, en effet, 

Aeathe v i? vw 


SSS =< SS 2 
42 + pe? g VAT ae Ya? + pw? 


Alors (46) prend la forme suivante 


+0 , 
1 aoe wt+dv At—v ) — 
1 Bf ee) pal ee ep 
wale (as) (aS ; | 


a 


—oe 


(51) 
me eee NT er (eh, \ 


(12 + 02) 2 


ou encore, en désignant par @ un angle arbitraire, 


+0 
me | e- Hm (t sin 6 + v cos 6) Hn (t cos 6 —v sin 6) a= 62) 
E = (—1)" cos” 6 sin® 6. Am+n (v). \ 
Pours@ =— 7 (52) se réduit a 
+0 ' 
me if et Hn (0 +t) Hn (08) dt = saaq Hmen(v), - - (52a) 


—o 


ZA4 


tandisque de (20), 
+o 


Ve i e! Hy (¢-+ 0) Halt—v) dt =2" nl om" Li" (2 v2), (mn) (20’) 
TT, 


—o 
fournissant ainsi pour le second membre une représentation-intégrale 
légérement différente de (19). Remarguons que de (20’) résulte aussi 
l’orthogonalité des polynomes d’HERMITE FEE) 

c. Une formule de Howe... — Montrons finalement comment 
les développements (16) et (24) peuvent servir 4 démontrer trés simple- 
ment la formule 24) 


— 2)" 
Hy (x) = (ny > xf Fonts \“1—sec y)cos*pdy. . . (53) 
n 


. eee ee ae ae ee “(2 nyt i455 (x) 
cos" » Hon (x V 1—sec g) =(—1) 2 cos ¢) ont 


Or, d’aprés (4), 


de sorte que 


1 5 aa 
iz (x | 1—sec ¢) cos" » dy = 


ZY 
Dir He 
*) e 


GEO Gh 


2 en al , F 
— é ") = (n—»)!(29)! a fo cos ¢)” dp. 
n 0 


af 
2v 


PA 


y 1 
Etant donné que {fe —¢os 0)’ do= 


0 


(*) , le second membre de (53) 
yy 


s écrit ainsi, en tenant encore compte de (16): 


2 a ou 2y 


= 3 2 (ny)! ( ; i Hp, (x) = Hi? (x), 


ce qui achéve la démonstration de (53). 
On aurait pu démontrer de la méme facon les formules donnant le pro- 
duit Hm(x)Hn(x) par une intégrale finie de la méme nature 25), 


24) HOWELL, [3]. 


2) WwW. N. BAILEY, Journal of th Lond Y ’ i 0. 
e on Mathematical Societ ’ 13 202 2 3 
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Nous étudierons encore, pour terminer, quelques problémes relatifs aux 
polynomes de LAGUERRE, analogues 4 ceux traités pour les polynomes 
d’ HERMITE. 


§ 4. Développements en série de polynomes de LAGUERRE. 


iD iu pioisswbihite de certains développements, — 


Cherchons, en analogie avec (24’) et (24’), sil’on peut avoir les développe- 
ments en série de polynomes de LAGUERRE. 


CUS) ae VEN eee eee es der 


B=0 


et plus généralement, avec R(a + £) >—1, 
LE (y) = Ss Dele aa .() ape es (55) 


Appliquons a (55) la transformation de HANKEL, c’est-a-dire, multiplions 
les deux membres par eVy ? Juie(2 xy), et intégrons-les par rapport 
a y de 0 a o. En vertu de (12a) et (22), (55) devient 


(2n)! 


Les seconds membres de (56) et (55) étant identiques, il en devrait étre 
de méme des premiers membres, ce qui est évidemment absurde. Les 
developpements (54), (55) et (56) sont donc impos 
sibles. 

De méme, si nous cherchons l’inversion du premier des développements 


es ae a eae: ee (56) 


(18), sous la forme 


min (m,n) Gan eee (3) 
re (y\ auc el ant) Len (G)e. 1 ee 107) 
r=0 
nous démontrons, a l'aide de (22), l’impossibilité de telle 
formule. 


20. Développements possibles en polynomes de 
LAGUERRE. — Examinons maintenant s’il existe une valeur du paramétre y 
pour laquelle le développement 


eer i) Dye. ee 2) (58) 


soit valable, les coefficients d\”) dépendant encore de a, B et de y. Appli- 
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quons a (58) la transformation de HANKEL de tout a l'heure. Si nous 
tenons compte de (22a), la transformée du premier membre de (58) sera 


ico) 


| Jae, (2 oy) Ey 
; 


a+ P a+ 
2 


ity dyes Le a 


Le second membre, abstraction faite du facteur e-* x ?., ne changeant pas 
par cette transformation, |l'identification donne pour y la_ valeur 


oe axe —n, de sorte que le développement cherché est 


: y 
as: n n 2 
Bee lo Sd Ls ee od) 


r=0 


Pour déterminer les coefficients d”, considérons le développement inverse 


Loy) LP = 3 fo Lae? “ty, . . » - 58") 


dont les coefficients f” sont donnés par application convenable de G7) 
et (17’). Or, entre les cuefficients de ces deux derniéres séries (58’) et 
(58’), il existe la relation suivante 


w ; 0, si sin 2n 
> pM (n__S = 
eee Gs (Aly sigs —=916 fn ie 


de sorte que 


qd. = (2°) (7-2), Gils ee Geta ee r) (59) 


Ln n—l n—r 


ot le symbole || f("—/+" || désigne le déterminant dans lequel les éléments 
correspondants aux valeurs j>k-+ 1 sont nuls, les indices supérieurs 


étant les mémes dans une méme ligne, les indices inférieurs étant égaux 
dans une méme colonne. 


Indiquons quelques cas particuliers de (58). Sia—f, ona 


Len (y)= 3S dr?” {LP (y)}?, 


r=0 


ce qui prend, respectivement pour les valeurs an et a—O, les formes 


long Sed 2 he (a2 
r=0 


et 


a7 
D'une autre cété, il peut étre essayé de trouver le développement suivant 


Le Oy sa LO Ley), SS 4 (60) 


if 0) 


dont la possibilité résulte de (12c) et (22). La détermination effective des 
coefficients g; peut se faire de la méme facon que celle des d,, Ainsi, par 
exemple, tandis que L,,(y) ne peut pas étre développé en une série pro- 


cédant selon les {L,(y)}2, le polynome L>,(2y) peut bien étre développé 
en une telle série. 

Nous terminons ici cet exposé, en réservant quelques uns des résultats 
de nos recherches concernant les polynomes de LAGUERRE, pour un autre 
travail en préparation. 
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Botany. — On the Effect of Substances, produced by Fungi, on the 
Respiration of the Tissue of Potato Tubers, I. (Preliminary report.) 
By J. J. A. HELLINGA. (Communicated by Prof. J. C. SCHOUTE.) 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


INTRODUCTION. 


The aim of the investigations, reported in this paper, was to study the 
metabolism of plants affected by infectious diseases. 

In many cases the morphology of the infection by parasitic fungi has 
been thoroughly studied. On the other hand, very little is known of the 
physiological interaction between parasite and host plant. Mostly the 
physiological research on the relation between parasite and host is confined 
to the mechanism of the attack, resistancy factors and physical and 
chemical alterations within the host plant. This line of research has been 
broadly reviewed by BROWN (1936). 

The primary reaction of the host plant, however. i.e. the changes in its 
metabolism, by which a stated abnormality in physical and chemical 
properties mainly is initiated, has been left out of consideration in most 
cases. This must be due to the difficulties of such a research, since its 
importance is obvious. Information on the pathological metabolism would 
not only increase the knowledge of the nature of pliant diseases, but 
probably also that of the mechanism of the metabolism in general. 

Still, this field of research is not entirely unexplored. From the literature 
a number of data on the respiration of infected and diseased plants is 
known; most of them have been cited by FISCHER and GAUMANN (1929) 
and by ROEMER, FUCHS and IsENBFcK (1938). Although the effect of 
widely differing parasites has been investigated, generally an increase of 
CO, production and/or O, comsumption has been observed. Since in most 
cases the total respiration of host plus parasite had been determined 
together, it could not be discriminated with certainly whether the increase 
in respiration was exclusively due to the own respiration of the parasite. 
In several cases, however, it has been made evident that at least a part of 
the higher gas exchange is caused by an increased respiration of the host 
plant. In potato tubers, infected by Bacillus phytophthorus, Eaiirs (1933) 
found a rise in temperature not only in the infected part, but also in the 
surrounding, not infected tissue. This observation suggests a higher 
metabolic intensity of the tissue of the host under the influence of the 
parasite. Recently, ALLEN and GODDARD (1938) ingeniously succeeded 
in separating the respiration of the parasite and that of the host by 
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removing the epiderm with the parasite (powdery mildew) and estimating 
the respiration of both separately. The very high respiration rate of 
infected leaves proved to be caused only partly by the respiration of the 
fungus itself. According to the authors the probable reason of a higher 
respiration of the subjacent tissue would be that more oxidizable substrate 
(carbohydrate) would be made available by a substance diffusing from 
the parasite or from the infected epiderm. 

Yarwoop (1934) inoculated leaves of clover with Erisyphe polygoni and 
with Uromyces fallens. These leaves showed an increased respiration, 
which was maintained after killing of the fungi by means of carbondi- 
sulphide. From this it was deduced that the increase in respiration mainly 
must be ascribed to a stimulating effect of the parasite. 


After inoculating a certain object with a parasite, a strongly increased 
respiration was found in a number of experiments. This statement again 
has given rise to the question whether this increase is due to the respiration 
of the parasite or whether it is caused by substances excreted by the 
parasite and affecting the metabolism of the host plant. Since in the 
objects used a segregation of parasite and host was impossible, it was 
tried to solve the problem along quite a different way: it was investigated, 
whether in the pure culture of the parasite and in the complex parasite-and- 
host substances are produced that affect the respiration of the host. This 
actually proved to be the case. The major part of this research further has 
been devoted to the immediately consequent question, that of the nature 
and the properties of these substances. 


MATERIAL AND METHODS. 


As parasites several species of Fusarium were used, mainly F. gramine- 
arum (=Gibberella Saubinetii) from the Central Bureau of Fungi Cultures, 
Baarn. Tissue of potato tubers was used as host-plant material. 

Although F. graminearum in nature particularly occurs in cereals and 
does not belong to the Fusarium species commonly parasitic in potatoes, it 
was chosen since it can cause an easily diagnosed soft rot in potatoes 
after inoculation. Further it readily sporulates and abundantly grows in 
pure culture. The spores are freely produced on an acid oatmeal agar 
substrate; such cultures were used for the inoculation of potato tissue and 
of RICHARD’s liquid medium. In this medium the fungus was cultivated 
in flasks (mostly of 500 cm, containing 40 cm3 of the nutrient) at room 
temperature, in order to obtain the wanted quantities of mycelium, 

The mycelium was gathered on a filter, washed and dried in a vacuum 
exsiccator over calciumchloride. After grinding it in a mortar with glowed 
and washed quartz sand, the mycelium was extracted with water or other 
solvents, centrifuged or filtered and afterwards generally boiled during a 
short time or sterilized under pressure. This extract, obtained from the 
mycelium, further will be indicated as extract I. 
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Besides, the filtered culture medium was tested on the action of 
substances excreted by the fungus. This will be indicated as extract II. 

Further, extracts were made from sections or cylinders of potato tissue, 
inoculated some days ahead with the fungus. The infected tissue was 


extracted with water or ethanol, either immediately, or after grinding in a 
mortar. This is called extract III. 


The tubers were stored at a low temperature. Before using them, they 
were externally sterilized and cut aseptically. The large discs, wanted 
for preparing extract III, were placed on glass plates in sterile Petri dishes 
over a thin layer of sterile water and then inoculated. When cylinders 
were used, they were cut aseptically and of equal size by means of the 
apparatus described by STEWART (1928). They were washed in sterile 
water, soaked in a suspension of spores of the fungus, blotted and put in 
sterile culture tubes. 

The small discs of potato tissue, used in the respiration experiments, 
were cut as aseptically as possible with the same apparatus. All discs for 
one set of experiments were cut from one and the same tuber from cylinders 
cut just within the ring of vascular strands. These discs were 6 mm in 
diameter and 0.5 or 1 mm thick. During the night before the experiment 
they were washed in streaming tap water. The next morning they were 
divided over the containers of the WARBURG manometers; 30 discs of 
1 mm or 60 of 0.5 mm were put in each vessel. 

As an apparatus for measuring the respiration a set of 8 WARBURG 
manometers was at my disposal. They were adjusted on a rotating shaker 
and kept at a constant temperature of 25° C in a thermostat. The 
fluctuations in the temperature did not exceed 0.1° C; the rate of shaking 
was 280, later 220 periods per minute. The volume of the vessels was 
about 20 cm3; they were provided with a central well and one side bulb. 
As a tule, the discs of potato tissue were suspended in 2 cm? of a phosphate 
buffer solution, 1/;; molal, pH —6.2. The central well contained 0.4 cm? 
or 0.6 cm? of a 25 % KOH solution. In the side bulb either at the start 
of the experiment, or after the first hour 0.6, later 0.3 cm® of the extract 
or of the control liquid was pipetted. Cne manometer served as a control 
on changes in the atmospheric pressure and temperature. 

It was tried to work as aseptically as possible in order to avoid heavy 
infections with bacteria. The tap water was practically sterile and also 
the vessels and the phosphate buffer solution. As a control on sterility 
several times the suspension liquid in the vessels was tested on bacterial 
respiration after an experiment. The result proved to be negative when 
the necessary precautions, mentioned above, had been taken. 

The procedure of an experiment was as follows. After putting phosphate 
buffer solution and discs of potato tissue in the main vessels, KOH in the 
central wells and extract (or blank control fluid) in the side bulb, the 
manometers were adjusted on the frame of the thermostat and shaken 
for about half an hour with opened taps until the temperature equilibrium 
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had been attained. Then the taps were closed, readings made and the 
vessels shaken for one hour. After reading the manometers, the content of 
the side bulbs was quickly poured into the respiration vessels. During the 
next hours the rate of the respiration was measured and compared to that 
of the first hour. Sometimes the side bulbs were filled after the first hour, 
especially when large quantities of extract (0.6 cm?) and high shaking 
rates (280 times per minute) were applied, to prevent the extract from 
getting prematurely from the bulbs into the main vessels. 

By means of the vessel constants the manometer readings were converted 
into volume units with a limit of accuracy of 0.2 mm3. 

After each experiment the pH of the suspension liquid was tested by 
means of a HELLIGE micro-comparator, in order to be sure that the rate of 
the respiration had not been influenced by a shifting of the pH. 

It must be mentioned that in the mean time several other authors applied 
the same method — discs of tissue in WARBURG manometers — in plant 
physiological work (CALDWELL and MEIKLEJOHN (1937), TURNER (1938), 
BOSWELL and WHITING (1938)). This method, earlier successfully applied 
for animal tissue, therefore, proves to be also valuable for the study of the 
metabolism of plant tissue and especially of that of storage tissue. 

A few specimina of experiments on the effect of the three extracts are 
reported below. 


RESULTS OBTAINED WITH EXTRACT I, 


a. Extracts from mycelia from different cultures. 


Experiment: Extract I prepared from mycelia of Gibberella Saubinetii of different age. 
Central well: 0.4 cm® of 25% KOH. Respiration vessel: 60 discs of 0.5 mm from a 
Z. Eigenheimer” tuber, washed. Shaking rate: 280 times per minute. 

Side bulb fliled after first hour with 0.6 cm® of: 

vessel 1: distilled water, 

vessel 2—6: 0.221 gr powdered mycelium in 10 cm? aq. dest., 

vessel 7: fresh mycelium from one culture flask, ground with sand, in 15 cm3 aq. dest. 
Cold extracted, centrifuged and boiled for 10 minutes on water bath, 


TABLEMi(Expte 20 10==38). 
SS ee 


Oxygen consumed: 
No. Side bulb hee hen in 9/9 of Ist. hour 
Ist. hour Ist. 2nd. 3rd. | 4th. hour 

i dist. water 42.8 100 123 125 128 

2 extr. 1 (14—21/ 5/38) 41.6 100 208 186 204 

3 Ze 12/9/16 /i10/38) 42.6 100 210 193 DUP 

4 om Ml (CIA ey! OES) 38.9 100 203 184 199 

5 » I (20/5—11/ 6/38) 46),.33 100 204 192 196 

6 pe L(20/5 2554/76/38) ANG) 5 100 194 177 191 

7 » I (12/9—19/10/38) 53533 100 196 186 203 
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The results are represented in table 1 and in fig. 1. It is evident that in 
all vessels the rate of the respiration is about doubled immediately after 
adding the extract. This high level is maintained during the next two 
hours. In the control vessel (addition of aq. dest.) the respiration was 
increased 20—30 % only. 

The effect of the extracts in this experiment is high as compared to that 
of experiments with similar extracts taken in another season. This probably 
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Fig. 1. See table 1. 


has to be ascribed to the physiological state of the potato at the time of the 
experiment; in our experiment it was the end of the dormant period of the 
tuber. Also in the next experiment, taken in the same season, the effect 
of extract I was particularly high. 


b. Activity of strongly diluted extracts. 


Experiment: Extract I prepared from 0.543 gr of mycelium of Gibberella Saubinetii, 
cultivated from 14—24/5/38, suspended in 15 cm* ag. dest., then sterilized (4 atm. effective 
pressure during + hour) and decanted. Diluted with sterile ag. dest. 

Central well: 0.6 cm® of 25°% KOH. Respiration vessel: 60 discs of 0.5 mm from a 
“Z, Eigenheimer” tuber, washed. Shaking rate: 280 times per minute. 

Side bulb filled after first hour with 0.6 cm* of the extract in different concentrations. 


This experiment clearly shows that the effect of the extract on the 
respiration is maintained at very low concentrations. Even the extract in 
vessel 2 (concentration: | in 105) still showed a consistent effect. In 0.6 cm* 
of this extract only the soluble substance of 0.2 y of dry matter of mycelium 


was present. 


Proc, Kon, Ned. Akad, v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIII, 1940. 17 
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TABLE 2. (Expt. 12—10—38). 


a ~ Oxygen consumed : 
No. Side bulb fam3/hour in °/o of Ist. hour ; 
Ist. hour Ist. 2nd. 3rd. 4th. hour 
dist. water 34.1 100 | 107 120 129 
2 extr. I (conc. 10—5) Bil Jt 100 122 130 135 
3 I 10-4) 30h 100 133 135 139 
4 le l=) B0RS 100 151 138 146 
5 i al Om) ato S 100 162 144 5x) 
6 ee 10-1) 38). 1100S 194 178 190 
7 I Beet 100 218 | 203 204 


~ ~ 
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Qin % of *£ hour 


yo — = alt J 
jst gnd grd 4th koup 


Fig. 2. See table 2. 


As mentioned above, the high effect of the extract on the rate of the 
respiration probably must be connected with a special physiological state 
of the object. This, however, does not refute that the potential activity of 


the extracted agent is clearly demonstrated. Moreover, in this experiment 
the thermostability of the agent is shown. 


c. Specificity of the fungus. 


Experiment: Extract ] prepared from mycelia of 5 different Fusaria, 
17/3—13/4/39. 1 gr of mycelium powder in 20 cm?® 
decanted after settling, 


cultivated from 
ag. dest., boiled on water bath and 
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Central well: 0.4 cm? of 25% KOH. Respiration vessel 30 discs of 1 mm from a 
“Bintje” tuber, washed. Shaking rate: 220 times per minute. 
Side bulb: 0.3 cm® of the extracts. 


TABLES SE xpta20==4==39) 


a oe Oxygen consumed: tt” 

No. Side buib | mm3/hour in 0/9 of Ist. hour . ; 
Ist. hour} Ist. | 2nd. | 3rd. | 4th. | Sth. 

ib | SRR si 44.5 100 99 | Me 7s eyes 

2 7 oie 41.7 100 108 | 116 127 129 

3 extr. I F. coeruleum ADS 100 123 | ly MS |) ge 

4 , IF. bulb. var. lye 46.0 100 ra | ter 155 163 

5 » 1 Bo oxysporum £1. 4) 8) 100 gee || eo 157 167 

6 , IG. Saubinetii 43.6 100 145 ly 1157 155 160 

7 , LE. trichothecioides| 42.1 100 159° 4) 172) 169. 68 


All Fusaria tested (of which F, coeruleum, F. oxysporum and F. tricho- 
thecioides are known as parasites on potatoes) prove to contain the active 
agent, although it is not produced in the same quantities by all mycelia. 
Parenthetically it must be emphasized that the effect of the extract of 
F, trichothecioides, being high in the beginning, quickly decreases. The 
same phenomenon will be found with extract II of this fungus. The extracts 
of the other Fusaria gave a much more stable increase of the respiration. 


d. The respiratory quotient. 


The addition of extract I does not only increase the O. consumption by 
the tissue of potatoes, but also the CO, production. The normal R.Q., 
calculated according to the formula given by WARBURG and YABUSOE 
(1924), lays between 1.02—-1.07. After the addition of extract I values 
were obtained between 1.06—1.09. The agent therefore did not markedly 
affect the R.Q. 


e. Adsorption by coal. 


Experiment: Extract I prepared from 0.221 gr of mycelium of Gibberella Saubinetii, 
cultivated from 12/9—6/10/38, in 50 cm® aq. dest., boiled. A part of it was treated with a 
small quantity of carbo absorbens, centrifuged and treated once more with coal. 

Central well: 0.4 cm? of 25% KOH. Respiration vessel: 60 discs of 0.5 mm from a 
“Z, Eigenheimer” tuber, washed, Shaking rate: 280 times per minute. 

Side bulb: 0.6 cm? of extract and filtrates. 


FUN BILIS, St. 


(Expt /— 0238). 


Oxygen consumed: 
No. Side bulb mm?/hour | in 9/9 of Ist. hour 
Ist. hour Ist. 2nd. 3rd. 
] dist. water 
2 extr. I 5)3)..// 100 156 si 160 164 
3 extr. I (Ist. coal-filtr.) 5ya05// 100 151 137 147 148 
4 ,, I (2nd. coal-filtr.) 54.0 100 121 120°} 130 134 
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The effect of the extracts on the respiration disappeared after repeated 
treatment with coal. This points towards some surface activity of the agent. 
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8110 Ee 
Ss wl 
Oe : l i 
a 2nd aie qth 52 hour 


Fig. 3. See table 4. 


[. Adsorption by the SEITZ filter plate. 


Experiment: Extract I prepared from 0.19 gr of mycelium of Gibberella Saubinetii, 
cultivated from 20/5—11/6/38, in 10 cm® aq. dest. A part of it was filtered through the 
Seitz K-filter, another part through the SEITZ EK-filter. 

Central well: 0.4 cm? of 25% KOH. Respiration vessel: 60 discs of 0.5 mm from a 
“Z, Eigenheimer’ tuber, washed. Shaking rate: 280 times per minute. 

Side bulb: 0.6 cm® of the extract and filtrates. 


TABLE 5. (Expt. 1—11—38). 


Oxygen consumed = es, 
No. Side bulb mm?/hour in 0/9 of Ist hour 
Tes Bore Ist. | 2nd. | 3rd. hour 
1 dee ween 40.7 100 90 118 
2 tei 40.0 100 180 | 175 
4 Pe aScrsenlen Wie 100 124 144 
4 1 Seitz EK-Bltr. 39.2 100 | 119 130 


Also the Seirz filter plate does adsorb a great deal of the agent: the 
K-filter to a minor extent than the EK-filter. 


g. Inhibition of the respiration by cyanic acid. 

In potatoes the Cu-containing catechol- (polyphenol-) oxidase system 
occurs, that can be blocked with cyanic acid (KUBOWITZ, 1937). BOSWELL 
and WHITING (1938) found that about 67 % of the respiration of potatoes 
run over this system, the 33 % of the “residual” respiration being due to 
a different system. Since the residual respiration possibly might prove not 
to be sensitive to HCN, it would be possible to discriminate in that case, 
which of the two systems is affected by extract I. 

The experiments are resumed in table 6 and ita “ot 
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Experiment: Extract I prepared from 0.221 gr of mycelium of Gibberella Saubinetii, 
cultivated from 12/9—6/10/38, in 10 cm® aq. dest., boiled, Dry matter: 7.5 mgr per cm?. 

Central well: 0.4 cm® of 5% KOH. Respiration vessel: 60 discs of 0.5 mm from a 
“Z. Eigenheimer” tuber, washed, in 2 cm? of a phosphate buffer solution, pH — 6.2. 
To the vessels 2 and 3 0.3 cm? of a 6.10—*® molal KCN solution was added. Shaking 
rate: 280 times per minute. 

Side bulb: controls (1 and 2) dist. water; 3 and 4 0.3 cm® of extract I, 


TNSIES, O, (Wesgee, P5—il lsh) 


7 Oxygen consumed in mm3/hour: i. 
No. | Side bulb Respiration vessel = —_——_—_— 
Ist. 2nd. | 3rd, | 4th. hour 
1 dist. water | pH buffer + dist. water 38.2 39.5 | 44.5 et Ont 
2 dist. water | pH buffer + KCN 13.9 16:4.) |) 1252) 1425 
3 | extr. I pH buffer + KCN 16.8 {Se60 MM aiossea hls, 8 
4 | extr. I pH buffer + dist. water | 39.7 | 68.9 | 67.8 | 70.2 
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Fig. 4. See table 6. 


From this experiment may be concluded that: 

1. an + 0.0005 molal KCN solution inhibits the respiration of potato 
discs for about 60—65 %; 

2. after treatment with KCN the addition of extract I does not affect 
the residual respiration of 35—40 %. 

Since higher concentrations of KCN possibly would have caused a still 
stronger inhibition than 60—65 %, it is not conclusively proven by this 
experiment that BOSWELL and WHITING's “residual” respiration is not 
sensitive to KCN. Still, one may safely assume that in my experiment 
mainly the polyphenol oxidase system has been blocked by the HCN. 
The lack of any effect of extract I on the blocked respiration, therefore, 
points in the direction that its agent acts upon the polyphenol oxidase 


system. 
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RESULTS OBTAINED WITH EXTRACT II. 

As mentioned above, this “extract” is obtained by filtering the culture 
fluid of the pure culture of the fungus. The RICHARD’s liquid medium 
contains 5 % of glucose or saccharose. These sugars prove to have an 
effect of their own on the respiration: this “sugar effect’’ will be discussed 
below. Mostly also the extract IJ still contained some reducing sugars 
(LUFF reaction, see SCHOORL 1937, p. 149). In order to ascertain whether 
extract II had a stronger effect than that of the sugars present in it, sterile, 
not inoculated culture medium was used as a control liquid. The sugar 
effect of the latter certainly compensates that of extract H. 


a. Effect of extract Il before and after treatment with adsorbent coal 


and SEITZ filtration. 


Experiment: Extract II from a culture of Gibberella Saubinetii, cultivated from 31/10— 
21/11/38, on RICHARD's solution (5% of glucose), filtered through filter paper. A part 
filtered through the SEITZ filter and stored in refrigerator. Another part treated with 
coal: 10 cm? shaken with = 0.5 gr coal, centrifuged after two hours. All liquids boiled 
before use, 

Central well: 0.4 cm? of 25°% KOH. Respiration vessel: 30 discs of 1 mm from a 
“Z, Eigenheimer” tuber, washed. Shaking rate: 280 times per minute. 

Side bulb: 0.3 cm® of different extracts or RICHARD’s medium (contrgls). 


TABLE 7. (Expt. 5—1—39). 


T 


Oxygen ‘consumed : 
No. Side bulb ene tour ' fia 0/o of Ist. hour : 
Ist. hour ice 2nd. 3rd. 4th. hour 

1 Rich. solution 5305 100 124 ae 162 

2 | Rich. sol., coal-filtrate Dye) 100 118 135 154 

3 | extr. II 61.0 100 | 135 161 181 

4 | extr. II, coal-filtrate 0,5) 100 107 125 138 

5 | extr. Il, Seitz EK-filtrate 53.0 100 125 140 159 

6 | extr. II, Seitz- and coalfiltrate 1) (0) 100 118 126 145 


This instance of an experiment shows that also extract II has a clear 
effect. It also shows that this effect is much stronger than an eventual 
sugar effect on the respiration of potato tissue. Furthermore, the agent is 
adsorbed by the SEirz filter here too, though not very effectively. This 
probably must be ascribed to the fact that a larger quantity of the solution 
had to pass the filter. The treatment with a relatively large quantity of 
coal almost completely removes the agent from the extract but only slightly 
influences the sugar effect of the RICHARD’s solution. 


b. Insolubility of the agent in ether and chloroform. 


Experiment: A part of the extract (untreated) of table 7 was evaporated until almost 
dry and then solved in 1/5 of the original volume (concentration 5X). Another part was 
washed with ether and a third part with chloroform, Both, as well the ether- and chloro- 
form fractions as the water fractions, were evaporated and solved in 1/5 of the original 
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volume. The RICHARD’s solution too was evaporated to a 5X greater concentration. 
Before the experiment all liquids were boiled for a short time. 

Central well: 0.4 cm* of 25% KOH. Respiration vessel: 30 discs of 1 mm from a 
“Z, Eigenheimer” tuber, washed. Shaking rate: 280 times per minute. 

Side bulb: 0.3 cm® of the preparations, indicated in first column of table 8. 


TANGIUIS eh (gare, S¢— Ih = 38)), 


Oxygen consumed: _ 


No. | Side bulb cact)reue| in 0/p of ise hours 


Ist. hour] Ist. | 2nd. | 3rd. | 4th. | 5th. hour 


1 | Richwesol(o ><) 39e2 100 | 157 | 183 | 195 199 
2 | exe, INS S<) 38.9 | 100 | 167 | 228 | 248 258 
3 | extr. II untreated 5OD,.1) 100 | 141 | 173 | 191 197 
4 | extr. II,chloroform-extr. (water-fraction) 5G), 100 | 156 | 197 | 228 238 
5 | extr. Il, chloroform-extr. (chl. fraction) OF NOI) WES | WSs) eg) 148 
6 | extr. Il, ether-extract (water-fraction) 4305 OOM G2ZEINZ345 e252 258 
7 | extr. II, ether-extract (ether-fraction) 40.7 | 100 118 | 139 | 148 | 149 


The experiment shows that the agent is not soluble in ether nor in 
chloroform (the same holds true for extract I). The water soluble fractions 
almost completely kept their activity. The sugar effect of the concentrated 
RICHARD’s solution (5 <) was remarkably high. 0.3 cm? of a 25 % glucose 
solution gave the same strong increase of the respiration: 


a — ~ ; 
| O> consumption in mm3 _ O, consumption in 9/9 of Ist hour 


| in first hour ie Ist. | ‘2nd. | Bed 7 | 4th. hour 


Peon Oisicme ro 45.8 100 | 144 167 190 
25 0/4 glucose | | 


Date | Side bulb 
| 


This sugar effect will be discussed later. 


c. The agent is quickly produced by the fungus in pure culture. 

Experiment: Extract IJ from a culture of Gibberella Saubinetii, cultivated from 
17—22/3/39; 5 days old, filtered twice aseptically through double, hard filter. A part 
of it (II—V) boiled for a short time. 

Central well: 0.4 cm® of 25% KOH. Respiration vessel: 30 discs of 1 mm from a 
“Bintje’”’ tuber, washed during 2} days. Shakiny rate: 220 times per minute. 

Side bulb: 0.3 cm® of the extracts. 


TABLE 9. (Expt. 24—3—39). 


Oxygen consumed : 


No. Side bulb mg/h ut in 9/9 of Ist. hour 

Ist. hour ist. 7 2nd. 3rd. 4th. hour 
oe 

1 Richards-solution 47.8 LOC eee 6 127 | 134 

2 A * 46.9 100 114 126 132 

3 extract II £9 100 134 148 155 

4 eel AM oll 100 | 138 153 161 

5) extract II—V 48.3 Morey |) © leks ie 143 

6 » Whew 5G} Ke 100 136 lea 148 
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The agent apparently is already present in pure cultures of 5 days old. 
In this experiment also the thermostability of extract II is proven. 


d. Specificity of the agent. 
Experiment: Extract IJ from cultures of 5 different Fusaria on RICHARD’s solution, 
cultivated from 17/3—13/4/39, filtered through hard filter and sterilized at a high tem- 


serature (during 1 hour at ; atm. effective pressure). 

Central well: 0.4 cm? of 25% KOH. Respiration vessel: 30 discs of 1 mm from a 
‘Bintje’’ tuber, washed. Shaking rate: 220 times per minute. 

Side bulb: 0.3 cm® of the extracts. 


TABLE 10. (Expt. 19—4—39). 


a Oxygen consumed 7 : 
No. Side bulb mm?/hour in 9/9 of Ist. hour 
| lst. hour | Ist. 2nd. 3rd. 4th. | 5th. hour 
1 Richards-solution S56 7 100 128 134 140 142 
2 a * Sil i 100 128 136 137 144 
3 extr. II G. Saubinetii 56.6 100 132 138 142 140 
4 ,» Il F. oxysporum 58.1 100 138 140 145 149 
5 pl BS balby yvarelye Saul 100 145 150 153 158 
6 ll F. coeruleum 58.9 | 100 138 138 142 7 
7 » IL F trichothecioides 57.6 100 157 146 | 126 114 
| 
Extr IT 
160\- “} 
me eee oule 
fos ED ee: 
150;- jf ee __ 4 Foxy sp. 


er 
~S Ftrich 


~ 


1st ona 3rd 4 th 5 thhoup 
Fig. 5. The effect of extract II of different Fusaria (see table 10). 


As was the case with extract I (see p. 255), also the effect of extract II 
on the respiration appears not to be specific for Gibberella Saubinetii. The 
relatively low effect in this experiment probably must be ascribed to a 
partly inactivation of the agent by the long lasting sterilisation at a high 
temperature. Still there are clear differences between the effects of the 
extracts from different Fusaria. Again it is the extract II from eee 
trichothecioides that — as the extract I from this fungus — behaves 
differently: after a strong increase of the respiration in the beginning, a 
strong inhibition appears which reduces the respiration below the vee 
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of the control and sometimes (in other experiments) even below its 


original level. In another paper I hope to report in detail on this inhibiting 
effect. 


e. Alcalinity of the culture solution. 


Many scientists, as f.i. Luz (1934), reported already the alcalinisation 
of RICHARD’s solution by growing Fusaria in it. I likewise found pH values 
of 8.8 and higher, especially during the summer when the growth is 
vigorous and also in diluted RICHARD’s solution in which the sugars soon 
are exhausted. The alcalinity, however, cannot be closely connected to the 
action of the extract on the respiration, since filtrates from young cultures 
(pH = 4.8 and 6.3) as well as alcaline filtrates that were acidified showed 
a normal activity. 


f. The agent is not volatile. 


The activity of the extract after evaporation on a water bath as well as 
the thermostability gave already indications that the agent is not volatile. 
This was confirmed by an experiment in which the distillates of extract II 
from Gibberella Saubinetii and that from Fusarium trichothecioides proved 
to be without any effect on the respiration of potato tissue. 


g. Precipitation of the agent by Ba (OH)s. 

In the beginning it was tried to eliminate the — possibly disturbing — 
effect of sugars in extract II by precipitation of the sugars by means of a 
methanol solution of Ba(OH). (BABA, 1935). To this purpose the 
evaporated culture solution was extracted with methanol and to the extract 
a saturated solution of Ba(OH).». in methanol was added until the filtrate 
failed to show a FEHLING- (LUFF-) reaction. The filtrate, freed from 
Ba(OH) >», evaporated and solved in distilled water, however, proved to be 
only weakly active on the respiration. On the other hand the precipitate, 
treated with CO. or H.SOy,, appeared to contain the major part of the 
agent and also all of the sugars. This method, therefore, failed to eliminate 
the sugars, but it showed that the agent is precipitated by Ba(OH)». 


h. Sugar free extract II. 


I succeeded in getting an extract II, free from reducing sugars and still 
active, by cultivating the fungus in a 10 times diluted RICHARD’s solution. 


Experiment: Culture of Gibberella Saubinetii, cultivated from 12/4—10/5/39 in 
RICHARD’s solution of 1/10 concentration, Filtered through a hard filter, heated during 
2} minute on a water bath of 100° C. LUFF reaction on reducing sugars negative *). 

Central well: 0.4 cm® of 25% KOH. Respiration vessel: 30 discs of 1 mm from a 
“Bintje’’ tuber, washed. Shaking rate: 220 times per minute. 

Side bulb: 0.3 cm® of the extract, 


1) Fresh RICHARD’s solution of 1/10 concentration clearly shows a positive LUFF 


reaction. 
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TABLE 11. (Expt. 2—5—39). 


| = | _ Oxygen Consumed - 


| | . Aen 


No. | Side bulb /'mm3/hour in 9/9 of Ist. hour 
| | Ist. hour | Ist. | 2nd. | 3rd | 4th. hour 
Le Richards-sol. (1/10) 64.8 | 100 116 | 120 119 
2 |  extr. II |, 56723)" LOO Mn INN nod | 135 | 128 


According to the relatively scanty growth of the fungus on this diluted 
substrate, the effect of the extract was low, but in this case it was certainly 


independent of the sugar effect. 


i. Rinsing out the adsorbed agent. 


It has been mentioned that the agent causing the increase of the 
respiration is adsorbed by the SEITZ filter and by activated coal. It proved 
to be possible to liberate the agent again by rinsing out the adsorbent. 


Experiment: 50 cm* of extract II (Gibberella Saubinetii cultivated from 12/4—10/5/39 
in RICHARD’s solution, diluted to 1/5) pH —5.9, were pressed twice through a SEITZ 
EK-filter. The filter plate then was washed with 50 cm® acetone-~ammonium (5% of conc. 
NH4OH in 60% of acetone solution); the eluate was evaporated in vacuo and solved 
in 50 cm® distilled water *). 

Further 50 cm® of the same extract IJ twice were shaken during half an hour with 
0.5 gr carbo absorbens and filtered on a hard filter, Then the coal was rinsed with 
50 cm? acetone-ammonium, the eluate filtered, evaporated and solved in 50 cm® distilled 
water 1). 

Central well: 0.4 cm® of 259 KOH. Respiration vessel: 30 discs of 1.mm from a 
“Bintje” tuber, washed. Shaking rate: 220 times per minute. 

Side bulb: 0.3 cm® of the eluates, resp, filtrates. 


TABLE 12. (Expt. 16—5—39) 


Oxygen consumed : : 
No. Side bulb -mm3/hour | in 9/9 of Ist. hone 
| Ist. hour) Ist | 2nd. | 3rd. | 4th. | Sth. hour 

1 | dist. water 533° | 100) o7 se tiomime (a3 119 

2 | extr. Il Seitz EK-filtr. | 57.4 100 135 141 143 142 

3 extr. II Seitz EK-eluate | 51.5 100° | 125) 13850 |5 438 136 

4 | extr. II coal-filtrate | 56.7 100. zi 124 Seis 127 

5 | extr. II coal-eluate 48.6 100 | 136 | 142 | 143 144 


The coal filtrate being less active than the SEITZ filtrate, accordingly, 
the eluate of coal is a little stronger in activity than the eluate of the SEITZ 
filter. The SEITZ eluate was negative in the LuFF reaction. The preparation 
of the agent, freed in this way from a number of associated substances, 
gives a suitable starting point for further investigations on the properties of 
the agent. Unfortunately, the research along this track had to be interrupted. 


7 
) In another experiment the eluate of a blank Seitz EK-filter plate and of fresh 
coal with acetone-ammonium did not yield any agent, active on the respiration 
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RESULTS OBTAINED WITH EXTRACT III. 


The effect on the respiration of potato tissue, stated in the preceding 
sections, is caused by substances produced by the fungus in pure culture. 
In the latter, the environmental conditions are widely different from those 
in the natural substrate of the parasite. In the natural substrate not only 
other substances are present but also the quantitative proportion between 
fungus and substrate are fundamentally different. Substances, produced 
in high concentrations in pure cultures, need not necessarily be produced 
in the parasitic relations too or they might possibly be produced in 
physiologically inactive concentrations only. 

Extract III contains substances, produced in the natural medium, but 
— as a consequence of the extraction — in a concentration distinctly lower 
than that in the natural substrate itself. 

Since also the healthy tissue of potatoes can deliver substances that 
affect the respiration (ONSLOW, 1919), I extracted and tested as controls 
aseptically cut, not inoculated but equally incubated cylinders of potato 
tubers in the same way as the inoculated cylinders. 


a. Activity of extract III. 


Experiment: Water and ethanol extracts were compared, Culture of Gibberella Saubi- 
netii on aseptically cut cylinders of “‘Bintje” tubers, 35 mm long, in culture tubes, incu- 
bated from 6—14/3/39. Controls: sterile blank potato cylinders. Each cylinder extracted 
during one night in 5 cm® of sterile tap water or in 5 cm® of ethanol, then liquids filtered. 
Water extracts sterilized (during 30 minutes at } atm. effective pressure); ethanol extract 
evaporated in vacuo and dissolved in the same quantity of water (Extract III-b and 
control B). 

All extracted cylinders were ground in a mortar and extracted once more in ethanol 
80%, evaporated in vacuo and dissolved in 5 cm® of water per cylinder (Extract III-a 
and control A). 

Central well: 0.4 cm® of 25% KOH. Respiration vessel: 30 discs of 1 mm from a 
“Bintje’”’ tuber, washed. Shaking rate: 220 times per minute. 

Side bulb: 0.3 cm® of extracts, resp. controls. 


TABLE 13. (Expt. 16—3—39). 


Oxygen consumed ; 
No. Side bulb | mm3/hour in 9/p of Ist. hour 
‘Ist. hour| — Ist. 2nd. 3rd. | 4th. hour 

] dist. water 46.0 100 120 116 117 

2 control A (ethanol extr.) 46.4 100 126 | 119 114 

3 extr. Ila (ethanol extr.) | 43.9 100 145 | 132 130 

4 control B (ethanol extr.) 40.8 100 136 131 130 

5 | extr. IIIb (ethanol extr.) | 42.8 100 146 144 142 

6 | control B (water-extr.) $EtS) 100 125 124 124 

it extr. IIIb (water-extr.) aaa 100 142 1509 145 


This experiment clearly proves the activity of extract III. The difference 
between water extract (III-b) and control is larger than that between 
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ethanol extract (III-b) and control. This must be due to the high activity 


of control B (ethanol extract). 


0 
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Fig. 6. See table 13. 


OnsLow (1919) isolated from potato tissue an aromatic compound, 
soluble in ethanol, that contained the catechol group (2 hydroxyl groups 
in ortho position) and is one of the constituents of the catechol oxidase 
system. BOSWELL and WHITING (1938) found that the respiration of potato 
discs is increased for about 20 % by this substance, as compared to the 
respiration in phosphate buffer solution only. Doubtlessly this compound 
is also present in our ethanol extracts. In this connection it must be 
emphasized that the ethanol extract (III-b) has no greater activity than 
the water extract (IJJ-6). It further follows from the experiment that 
extract III is thermostable too. 


b. Extract Ill after treatment with coal. 


Experiment: Cylinders of ““Z. Eigenheimer’ tubers, 35 mm long, inoculated with 
Gibberella Saubinetii, incubated from 31/10—11/11/38. Controls: sterile cylinders. One 
night over in 5 cm® of ag. dest., liquid filtered, boiled and stored in refrigerator. 
pH (high!) reduced to 6.8. 10 cm® of III and B (control) twice treated with+ 0.2 gr 
adsorbent coal (Norite). 

Central well: 0.4 cm® of 25°% KOH. Respiration vessel: 60 discs of 0.5 mm from a 
“Z. Eigenheimer’ tuber, washed. Shaking rate: 280 times per minute. 

Side bulb: 0.6 cm* of the extracts, added after first hour. 


TABLE, 14g \Expts 15==1t2=3s): 


Oxygen consumed : 
No. Side bulb mm2/hout in 0/9 of dst, hour 
ist hour Ist. 2nd. 3rd. hour 
1 B (control) 61.8 100 121 1S} 
2, B (contr.) coal-filtrate 59.2 100 tS 119 
3 extr. II 60.0 100 178 167 
4 extr. III coal-filtrate @il 5 100 105 ils 


The treatment with coal inactivates extract II] to a much greater extent 
than the control (B) 
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c. Adsorption of the agent by the SEITZ filter. 


Experiment: Cylinders of “Z. Eigenheimer’ tubers, 40 mm long, inoculated with 
Gibberella Saubinetii, incubated from 6—15/10/38, for 2 days in 5 cm? of sterile ag. dest., 
liquid then partly sterilized, partly filtered through the SEITZ EK-filter, Control: sterile 
cylinders, treated in the same way. 

Central well: 0.6 cm? of 25% KOH. Respiration vessel: 60 discs of 0.5 mm from a 
“Z, Eigenheimer’’ tuber, washed. Shaking rate: 220 times per minute. 

Side bulb: 0.6 cm® of the extracts. 


TABLE. 15, (Expt, 19-110 = 38) 


SS (SSS 


| Oxygen consumption: 
No. | Side bulb “aie! 0 Ga URetatene 
| liste tae Ist. | Wed Bra. | 4th. hour 
B (contr. 29.6 | 100 | 135 130 | 130 
2 extract Ill 32.3 100 | 167 | 150 158 
3 B (contr.) Seitz-filtr. 30.6 100 | 117 129 127 
4 extr. Ill Seitz-filtr. 33.2 100 116 | 128 136 


Also the Seirz EK-filter plate inactivates the extract almost completely. 


d. Insolubility of the agent in ether and chloroform. 


Several preliminary tests indicated that the agent of extract III is not 
soluble in ether nor in chloroform. 


The experiments with extract Ill showed the action on the respiration 
by substances, produced by the fungus in parasitic conditions and in a 
concentration lower than that occurring in the living substrate. The latter 
follows from the next consideration. The effect on the respiration of 
30 discs of 1 mm or of 60 discs of 0.5 mm of the tuber is exerted by 3/50 
or 6/50 of the extract, obtained from 1 inoculated cylinder, 6mm in 
diameter and 35 or 40 mm long. 

In order to try to identify the agent with some known substance, a 
number of substances were tested upon their activity on the respiration of 
potato tissue. The results will be reported in a second paper. 


SUMMARY. 


1. The increase of the respiration of plants, attacked by an infectious 
disease, urged me to investigate the effect of extracts 19 of Gibberella 
Saubinetii and other fungi and 2° of tissues attacked by this parasite on 
the respiration of host tissue. 

2. The effect of these extracts on the respiration of thin discs of potato 
tubers was studied by means of the manometrical method of WARBURG. 
This method proved to be very useful. 

3. Even in extremely low concentrations the extracts caused a quick 
and usually constant and stable increase of the respiration rate. 

4. The active substances proved to be thermostable, non volatile and 
insoluble in ether and chloroform. On the other hand, they are adsorbed 
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by activated coal and by asbestos filter plates. They can be rinsed out 


off these adsorbents. 
5. The agent does not alter the respiratory quotient of the potato tissue. 


6. When the respiration is blocked by cyanic acid, the agent fails to 
exert its influence upon the residual respiration. This gives evidence that 
the agent affects the HCN sensitive polyphenol-oxidase system of the 


potato. 


Hilversum, December 1939. 
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Botany. — On the Effect of Substances, produced by Fungi, on the 
Respiration of the Tissue of Potato Tubers, II. (Preliminary report.) 
By J. J. A. HELLINGA. (Communicated by Prof. J. C. ScHourTe.) 


(Communicated at the meeting of January 27, 1940.) 


In a previous paper (these Proceedings, 43, 1940, p. 249) it has been 
reported that Gibberella Saubinetii and also other Fusaria produce sub- 
stances that affect the respiration of tissue of potato tubers. Three 
different extracts were tested: a) extract from the mycelia of the fungus 
(extract I), 6) the culture solution (extract II) and c) the extract from 
infected potato tissue (extract III). It further was investigated whether a 
similar effect on the respiration of potato tissue could be found for other 
substances. The results are reported in this paper and discussed in con- 
nection with those obtained with the different extracts. For details on the 
methods and the preparation of the extracts must be referred to the first 
paper (HELLINGA, 1940). 


THE EFFECT OF OTHER SUBSTANCES. 
a. Yeast extract, peptone and vitamin-like substances. 


Yeast extract (yeast water and Marmite) and crude peptone also proved 
strongly to increase the respiration of potato tissue (see table 1 and fig. 1). 
This effect likewise disappears after treatment with coal. 


Experiment: Marmite: 10% and 1% solutions of commercial Marmite (Yeast extract). 
Yeast water: extract of 1 gr bakery yeast in 10 cm* aq. dest., boiled and 
centrifuged. 1% means diluted 10 times. 
Peptone: 10 and 1% solutions of crude peptone in warm water, centrifuged, 
Central well: 0.4 cm® of 25% KOH. Respiration vessel: 30 discs of 1 mm from a 
“Z,, Eigenheimer” tuber, washed. Shaking rate: 280 times per minute. 
Side bulb: 0.3 cm® of the above preparations. 


This statement urged me to investigate whether the vitamins or vitamin- 


TABLE 1. (Expt. 20—1—39). 


Oxygen ‘consumed. 
No. Side bulb iam hour 7 in 9/9 of Ist. hour 
Ist. hour| Ist. | 2nd. 3rd. | 4th. hour 

1 dist. water 62.8 100 100 122 124 

2 Marmite 10/ sol. 62.0 100 158 180 188 

3 Marmite 19/9 sol. 60.0 100 121 134 142 

4 Yeast water (10/9 yeast) 59.3 100 138 145 157 

5 Yeast water (1/9 yeast) 59.7 100 122 Sil 137 

6 Peptone 109/o sol. 29) 100 135 169 180 

7 Peptone 19/o sol. oy 6 100 111 1325916 142 
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like substances, present in yeast and crude peptone and equally adsorbed 
by coal, were likely to contribute to the effect on the respiration. 


190 Ee 2 Marmite 10 %| 


_— Peptone 10% | 


— () 


4_ Yeast water 
(10% yeast) 


1 


L 
ard 4th hour 


Fig. 1. The effect of yeast extract and of peptone (see table 1). 


The possibility that the vitamins B—1, B—2 and C might affect the 
respiration should not be excluded in anticipation, since LOHMANN (1937) 
found the pyrophosphoric ester of aneurin (vitamin B—1) to be the 
prosthetic group of the carboxylase and the same relation is known between 
lactoflavin (vitamin B—2) and the “yellow ferment” of WARBURG. Also 
ascorbic acid (vitamin C) seems closely related with oxido-reduction 
phenomena. 

I further could show in experiments with cultures of Phycomyces 
Blakesleeanus and of Saccharomyces cerevisiae strain ‘‘M” that extract I 
contains growth factors for both organisms. For Phycomyces it probably 
is aneurin (SCHOPFER, 1934) and for yeast other factors of the bios- 
complex. Moreover Mr. Tu. J. DE MAN, co-worker of Prof. F. KOGL, has 
been kind enough to test the bios activity of extract I obtained from 1 gr 
of mycelium in 10 cm3 of aq. dest. In the Saccharomyces test this activity 
proved to be about 2500 S.U. per cm3. 

It was, therefore, fully justified to investigate the effect of a number of 
such “‘ergones’’ (general name, given by H. von EuLER, 1935, to ‘““Wirk- 
stoffe’’) on the respiration, 

A crude preparation of vitamin B—1 (clay adsorbate), tested in the 
first place, gave an increase of the respiration of potato tissue indeed. The 
same effect, however, could not be reproduced when testing pure crystalline 
aneurin. The effect, therefore, must be ascribed to impurities, present in 
the crude adsorbate of vitamin B—1, 


Table 2 gives a survey of the results obtained with a number of tested 
substances. They are negative for the major part. 
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TABLE 2. 

IBgan, fateh, Substances Dose per vessel Results 
Se i 
16—11—38 | Pulv. Vitamin Bl 

(clay-adsorbate) 12 units constant increase 
100 units/gram | of abt. 40% 
1.2 units of abt. 20% 
0.12 units Gi alow, il 9% 
0.012 units Olabtqoi/ 
23—11—38 | glutathion 0.0003—3.0 mgr. | no effect 
24—11—38 | inositol 0.03—3.0 mgr. | no effect 
24—11—38 | nicotinic acid 0.03—0.3 mgr. | no effect 
3.0 mgr. | inhibition 
6—12—38 | cryst. Vitamin Bl 0.07—7.0 gamma “no effect 
7—12—38 | cryst. Vitamin B} + )| 0.7 gamma 
Fae Cher aes no effect 
9—12—38 | cryst. Vitamin B] + 0.7 gamma 
glutathion ++ |] 0.2 mgr. 
nicotinic acid + | 0.4 gamma Bereec 
inositol \ 2.0 mgr. 
PI AD—3B || Says, Wikeritin JBI) == )| 4.8 gamma 
pyruvic acid v0.6 mgr. Bote: 
19— 1—39 , biotin (crude), contain. 3.0 gamma biot. | feeble effect 
20— 1—39 | biotin (crude), contain. 0.6 gamma biot. | no effect 
lactoflavin 3.0 gamma no effect 
biotin (crude) + )cont.} 0.4 gamma biot. 
no effect 
lactoflavin ) 1.0 gamma 
O52—. 1-39 4 biotin (crude)! +- sats 3.0 gamma biot. 
eryst, Vit, Bl--- 6.0 gamma no effect 
inositol \ 2.0 mgr. 
lactoflavin ++ 3.0 gamma 
cryst, Vit. Bl -+ 6.0 gamma no effect 
| inositol \ 2.0 mgr. 
| do, + asparagin 10.0 mgr. no effect 
15— 2-39 biotin (crude), contain. 10.0 gamma biot. | small effect (ca. 10%) 
| biotin (crude) + ) cont.) 5.0 gamma biot. Sete pies do. 
inositol ) 0.5 mgr. 
biotin (crude) +- )\ cont.) 5.0 gamma biot. 
lactoflavin ++ | | 5.0 gamma Posies ne 
eryst. Vit. BI == (= 8.0 gamma 
| inositol \ | 0.4 mgr. 
16— 2—39 biotin (crude), contain. 10.0 gamma biot. | small effect (ca. 8%) 
biotin (crude) -++ } cont. 10.0 gamma biot. pmallbetioct’ (921568) 
inositol ) 2.0 mgr. 
Proc. Kon. Ned. Akad, v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIII, 1940. 18 
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TABLE 2. (Continued.) 


Expt. dd. Substances Dose per vessel | Results 
23— 2—39 | biotin-pure | 2.0 gamma no effect 
fae ae a | a "feeble effect (ca. 4%) 
inositol 4 | 1.0 mgr. 
3— 3—39 | biotin-pure 4.0 gamma small effect (ca. 8%) 


biotin-pure —>- )| 4.0 gamma Sia eae 
inositol | Oss seavepe: | 

biotin-pure -> 4.0 gamma 

inositol +- 0.8 mgr. feeble effect (ca. 5%) 
cryst. Vit. Bl \ 30.0 gamma 

cryst. Vit. Bl | 30.0 gamma | small effect (ca. 8%) 
inositol | 0.8 mgr. feeble effect (ca. 5%) 


O==8==39) || ascorbic acid) Vit» €) 3.0 mgr. 


intensive ‘respiration’ 
increase in first 4 hours 


| 148, 127, 37,8% over contr. 


0.3 mgr. | Bg), 46, 6, 9G Cwee eoniieg, 
30.0 gamma | 5, 0, 2, 1% over contr. 
3,0 gamma no effect. 


The remarkable “respiration’’ with ascorbic acid probably is caused by 
an uptake of oxygen, without transmission of this gas upon another system. 
This also follows from the R.Q. The normal R.Q. of potato tissue being 
1.02—1.07 (see HELLINGA, 1940, p. 255), it was decreased to 0.63 by the 
addition of 3 mgr of ascorbic acid. Further pulp of potato tissue shows a 
weak, quickly decreasing respiration. After the addition of ascorbic acid 
to the pulp, however, suddenly a strong uptake of oxygen took place, 
apparently caused by still active links in the chain of the redox system. 
Also here the uptake of oxygen quickly decreased. This phenomenon is 
not observed when adding extract I to the pulp of potato tissue: there is 
no sudden decrease in pressure in the WARBURG manometer. The effect of 
extract I on the respiration of the discs, therefore, cannot be ascribed to 
an uptake of oxygen for once. Also the fact that the increase of the 
respiration remains stable during the experiment, as stated in most cases, 
indicates that the action of extract I has nothing to do with an eventual 
presence of ascorbic acid, 

It seems justified to conclude from the negative results, obtained with 
the other ergones tabulated in table 2, that the activity of the extract 
cannot be ascribed to the presence of one or more of these substances. In 
connection with the strong effect of diluted extract I not too much value 
should be attached to the weak increase of the respiration — as obtained 
in several experiments — by pure biotin in the applied high concentrations. 


2/1 


Finally, it could be derived from the results of another set of experiments 
that the bios activity of extract I (and of yeast extract) does not match 
the effect on the respiration. The details being reported later, it may 
suffice to mention that the differences in bios activity, after treatment of 
the extracts with lead-acetate and “Norite’ coal, do not match at all the 
differences in the effect on the respiration of potato tissue of the same 
fractions, 


b. Indole-3-acetic acid. 


From a decrease in dry weight of potato discs in a solution of indole- 
3-acetic acid REINDERS (1938) derived that this decrease would be due 
to a higher respiration of the potato tissue under the influence of hetero- 
auxin, This caused me to investigate whether the action of the extracts 
could be ascribed to the presence of hetero-auxin. The production of this 
substance by yeast and other fungi is generally known. The presence of 
growth substances in extract I was further demonstrated in the Avena 
test, kindly executed by Dr. M. H. vAN RAALTE. 

Experiments on the respiration in the presence of indole-3-acetic acid, 
however, showed that the latter substance does not cause the effect of 
extract I, since an increase of the respiration occurred in none of the 
applied concentrations, i.e. in a range between 0.006—60 y indole-3-acetic 
acid per vessel, or a concentration in the suspension liquid between 2 in 
109 and 2 in 105. In the highest concentration, (2 in 105) only an inhibition 
of the respiration was observed. 

The auxin-like substances being soluble in ether, the possibility of the 
identity of their action and that of extract I on the respiration, moreover, 
is strongly reduced by the statement that the ether extract of mycelium 
powder has little or no effect on the respiration. On the other hand, the 
water extract of the residue strongly affects the respiration. It remains 
possible, however, that indole-3-acetic acid, in accordance with REINDERS, 
does affect the respiration of potato tissue when this effect only gets 
apparent after many hours. This effect then would have nothing in common 
with the very quick effect of the agent of extract I. 

On the other hand, the negative results obtained with hetero-auxin show 
that the quick reaction on extract I cannot be due to an immediate 
acceleration of the protoplasmic streaming, caused by hetero-auxin, as 
stated by THIMANN and SWEENEY (1937) in Avena coleoptiles for con- 
centrations below 0.5 in 106. With higher concentrations these authors 
found a retarding of the rate of the protoplasmic streaming and this might 
be the cause of the inhibition of the respiration, mentioned above for 
higher concentrations of indole-3-acetic acid. 

A later statement by SWEENEY and THIMANN (1938) that the accelera- 
tion of the protoplasmic streaming soon disappears through lack of carbo- 
hydrates and that the effect can be prolonged by the addition of suitable 
sugars, f.i. of 1 % of fructose, caused me to try whether hetero-auxin could 


Lie 


increase the respiration in the presence of additional sugars. This proved 


not to be the case. 


c. Histidin. 

Since it still was not to be excluded that extract I acts on the respiration 
via an effect on the protoplasmic streaming, a number of experiments were 
taken with 1-histidin (base). FirTinc (1936) induced an acceleration of 
the protoplasmic streaming of Vallisneria by means of this substance. The 
addition of histidin in seven different doses, ranging from 0.003 to 1200 
per vessel (concentration from 1 in 10° to 4 in 104), did not affect the 


respiration, not even after 3 hours. 


d. The sugar effect. 


BosweLt and WuiTING (1938) found that glucose and saccharose do 
not influence the rate of the respiration in the absence of bacteria. An 
ever so slight infection, however, would cause a strong increase of the 
oxygen consumption. These authors, working at a temperature of 31° (Ce 
endorse their statement with an example that is not very conclusive to 
this point. They ascribe the effect of sugars on the respiration of vegetable 
tissues, as stated by TURNER (1938) and CALDWELL and MEIKLEJOHN 
(1937), to differences in technique and object. 

In different stages I could observe the influence of sugars (saccharose, 
glucose a.o.) on the respiration of potato tissue and always it was an 
almost immediate (within half an hour after the application), rather 
constant and stable effect. In case of an interaction of bacteria, however, 
the effect slowly develops, steeply to increase after some time. In my 
opinion it is, therefore, inadmissible to ascribe the sugar effect to bacteria. 

The sugar effect proved strongly to depend upon the physiological state 
of the tubers. The respiration. for instance, of discs from a tuber stored 
for a long time was largely increased by the addition of 0.3 cm3 of a 25 % 
glucose solution (experiment, mentioned by HELLINGA, 1940, p. 261). On 
the next day the same amount of glucose gave only a weak effect on the 
respiration of discs from a tuber of a fresh lot. In the latter case saccharose 
had no effect at all and maltose and fructose only a weak one (see table 3). 

Experiment: The addition of sugar solutions from the side bulb; solutions boiled for 
some time; control: distilled water, 


Central well: 0.4 cm? of 25% KOH. Respiration vessel: 30 discs of 1 mm from a 
“Z. Eigenheimer’ tuber, washed. Shaking rate: 280 times per minute. 
Side bulb: 0.3 cm* of the mentioned solutions. 


Also highly purified glucose (PFANSTIEHL, 0.05 % of ash) gave the 
sugar effect. 

It was tried to find the concentration, where glucose did no longer act 
as a ‘limiting factor’. A 40 % glucose solution (i.e. + 5 % in the vessel) 
still had a stronger effect than 20 %. Still higher concentrations (above 


6 % in the vessel caused plasmolysis and thereby a decrease of the 
respiration, 
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TABUE: 3. (Expt, 60-1239). 


| Oxygen “consumed: : 
No. Side bulb /mm3/hour bee Vo of feomnoun 
Ist. hour Ist. | 2nd. ils Oe) : | Aig hee 
1 | dist. water | 60.8 | 100 101 iit | 
2 250/y) glucose-solution | 60.3 | 100 | 117 | 126 144 
3 2.59/) glucose-solution al 100 | 105 117 130 
4 0.25/y glucose-solution | 60.9 100 | 100 11 124 
5 25%/) saccharose-solution | 63.2 100 | 104 110 123 
6 259/, fructose-solution OMS | 100 | 107 113 128 
ii 250 eralteeeesiution 58.3 100 | 103 116 128 


Finally, it was tried whether the sugar effect can be added to that of 
extract I. To that purpose the discs of potato tissue were suspended in 
1.4 cm3 of the phosphate buffer solution to which 0.6 cm? of a 20 % 
glucose solution were added, so that the concentration in the respiration 
vessel amounted to + 6 % of glucose. After the first hour extract I (con- 
trol: distilled water) was added from the side bulb. The blank was a third 
vessel without glucose (see table 4 and fig. 2). 


Experiment: Extract I from 1 gr of mycelium of Gibberella Saubinetii, cultivated from 
17/3—22/5 / 39, in 20 cm® aq. dest., boiled for 15 minutes on water bath, filtered through 
hard filter, 

Central well: 0.4 cm? of 25° KOH, Respiration vessel: 30 discs of 1 mm from a 
“Muizen” tuber, washed, suspended in 6% of a glucose solution (blank: no glucose). 
Shaking rate: 220 times per minute. 

Side bulb: 0.3 cm® of the extract (control: ag. dest.). 


TABLE 4. (Expt. 19—8—39). 


Oxygen consumed, in mm3/hour : 


Ist. | 2nd. | 3rd. | 4th. | Sth. | 6th. hour 


No. Side bulb Respiration vessel | 


1 dist. water | phosphate buffer @Qen% | Wsots|| “ilo 76.3 Ub all 
2 | dist. water | phosphate + gluc. | 88.3 | 90.7] 97.0] 102.0 | 104.4 | 106.2 
3 extr. I phosphate + gluc. | 91.4 | VISEt 118.2 WSS) WA) SB 


The action of extr. I in the absence of glucose is shown by the following experiment, 
taken some days before with exactly the same extract: 


Ye ies proephatewbuter | 76.0 }112.2| 113.9| 119.4) 127.9) 


A comparison of the data of table 4 shows that extract I raises the rate 
of the respiration to a certain level, independently of the presence of 
glucose. The two effects are not cumulative: which means that they both 
relate to the same respiratory system, probably the polyphenol-oxidase 
system. Under the conditions, prevailing in these experiments, both factors 
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— sugar and agent.of extract | — proved to be ‘limiting’ the rate of the 
respiration of potato tissue. The author is well aware of the theoretical 


150 ——_———— — = 
140 - Exip 


2 ee SS eee 
ga gk aus 6%" hour 


Fig. 2. No cumulative effect of glucose and of extract I (see table 4). 


objections against the coexistence of two limiting factors in one system. 
Further research still is wanted for a conclusive explanation. 


DISCUSSION, 


The general results obtained in the research of substances active on the 
respiration strongly endorse the expectation that the agents in the three 
extracts are identical. One might, therefore, speak of one agent, produced 
by the fungus in pure culture in a synthetic medium as well as on a natural 
substrate. 

It seems very unlikely that these substances intermediate in realizing the 
parasitical relations, since the production of the agent is not specific. It is 
produced by a number of different fungi. Besides, this possibility is almost 
eliminated by the fact that yeast (and, as turned out in preliminary tests, 
also other saprophytes) also produces substances in the mycelium active 
on the respiration, 

On the other hand it is much more probable that the agent does play a 
part in the further course of the parasitical process, when one realizes how 
strongly the physiological behaviour of the host plant will be affected as 
soon as the parasite has settled and started to produce the agent. 

The investigations did not yet completely elucidate the nature of the 
agent. A number of known substances has been tested and the negative 
results partly were reported above. Moreover, several reactions were tried 
but these too did not yield any +eliable indications. The work in this 
direction was not finished yet when it had to be interrupted in consequence 
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of the mobilization. For a due identification of the agent, however, the aid 
of biochemical experts seems indispensable. 

The results, thusfar obtained, allow to conclude, however, that the 
increase of the oxygen consumption is not caused by the oxidation of some 
added oxidizable substrate. This chiefly is argued by the activity of the 
extract in high dilutions, the generally constant increase of the respiration 
and by the unaffected R.Q. It could be calculated, that, in a certain 
experiment, 10 y of dry matter (after the evaporation of the crude extract 
I) caused an extra uptake of 11.4 mm of oxygen during 3 hours, When 
considering that the same volume of oxygen would be required for a com- 
plete oxidation of 14 of glucose and taking into account that the crude 
extract certainly is not quantitatively active, the conclusion, mentioned 
above, seems justified. 

Moreover, the thermostability of the agent excludes the action of 
enzymes. Still the possibility remains open that the agent acts as a 
co-enzyme. 

Recently, PRATT and WILLIAMS (1939) showed that the respiration of 
potato tissue is increased during a short time by ‘‘pantothenic acid”. It is 
possible indeed that this activator, also present in mycelia, is closely related 
to the agent of the extracts. This, however, would not solve the problem 
so long the exact nature of pantothenic acid is still obscure. 

The author believes that a solution of the problem possibly might be 
expected from a further investigation in the direction of the work by 
BoswELL and WhiTING (1938). They found a constant increase of the 
respiration by adding a o-dihydroxyl-phenol compound, isolated from 
potato tissue. Also this phenol compound is insoluble in ether and maintains 
the R.Q. of potato tissue on about 1.0. This substance, however, shows 
a discoloration when for some time in contact with the air, caused by 
autoxidation of the catechol compounds. This discoloration never has been 
observed in the extracts I and II. 


SUMMARY. 

1. The substances investigated in a preceding paper (HELLINGA, 1940) 
are not specifically produced by Gibberella Saubinetii; also different 
Fusaria, yeast and crude peptone proved to contain substances active on 
the respiration of potato tissue. 

2. A number of “ergones’ as biotin, aneurin, lactoflavin, inositol, 
ascorbic acid, indole-3-acetic acid, histidin a.o. proved to be almost inactive 
on the respiration of potato tissue. 

3. The effect of sugars on the respiration (sugar effect) is independent 
of the action of the extracts on the respiration. The sugar effect cannot be 
ascribed to the interaction of bacteria. 

4, The effect of the agent is not due to an oxidation of some added 


oxidizable substrate. 


276 


The author feels much indebted towards: Prof. Dr. V. J. KONINGSBERGER, 
Director of the Botanical Laboratory of the State University, Utrecht, for 
leaving the WARBURG equipment at his disposal, as well as for his con- 
tinuous interest and aid, Miss Prof. Dr. JoHa. WESTERDIJK, Director of 
the Phytopathological Laboratory “WILLIE COMMELIN SCHOLTEN”, Baarn, 
for the kindly offered hospitality and her benevolence to enable him to 
combine this work with his duties as her assistent and Prof. Dr. F. KOGL, 
Director of the Laboratory of Organic Chemistry of the State University, 
Utrecht, for kindly supplying him with biotin and other precious substances. 


Hilversum. December 1939. 


LITERATURE. 


BOSWELL, J. G. and G. C. WHITING, Ann. of Bot. N. Ser. 2, 847 (1938). 

CALDWELL, J. and J. MEIKLEJOHN, Ann. of Bot. N. Ser. 1, 477 (1937). 

EULER, H. vON, Ark. Kem. Mineral. Geol. 12 B, Nr. 11 (1935). 

FITTING, H., Jahrb. f. wiss. Bot. 82, 913 (1936). 

HELLINGA, J. J. A., Proc. Kon, Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 43, * (1940). 
LOHMANN, K., Naturwiss. 25, 26 (1937). 

PRATT, E. F, and R. J. WILLIAMS, Jl. gen. Physiol. 22, 637 (1939). 

REINDERS, D. E., Proc. Kon. Ned, Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 41, 820 (1938). 
SCHOPFER, W. H., Arch. f. Mikrobiol. 5, 511 (1934). 

SWEENEY, B. M. and K. V. THIMANN, JI. gen. Physiol. 21, 439 (1938). 

THIMANN, K. V. and B. M. SWEENEY, Jl. gen. Physiol. 21, 123 (1937). 

TURNER, J. S., New Phytol. 37, 232 (1938). 


